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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats
PARTIEA:
e 12 .
1. o Initialisation: ug =1+ E =1+12=13:vrai;

12
¢ Hérédité : supposons qu'il existe un naturel p > 0 tel que up =1+ = ; alors

14 1(1+12) 414 1212 b
u =—Uu - == — —_—=—-+4+—-—4+—= _— eredite est pien
PH=5 P 575 "5p) 5 5 5 5ptl 5p+1
démontrée.

12
On a donc pour tout entier naturel n,u, =1+ =

12
Comme lim — =0, lim wu,=1.
n—+oo 571 n—+oo

2. a. On a Sp+1 — S; = up+1. Par une récurrence immeédiatte, on a u, > 0, ce qui
entraine que la suite (S;) est croissante.

. _ 12 12 no12
b. Dapreslaquestlonl.,Sn=1+E+~-+1+5—n=(n+1)><1+Z5—k=(n+1)+
k=0

12 - L
k=0 5*
Le deuxiéme terme de la somme précédente est la somme des (7 + 1) premiers
1 LA |
termes d’'une suite géométrique de raison = soit avec Ty, = Z 5—k,
k=0

1 1 1 o 4 1 5 1
ET"ZE+"'+5_n+5n+1 etpardlfferencengzl—W etenﬁnTnzz I_W .
R a1 5 _ _ 3
DoulzszOS—k—IZXZ I—W =15 I_W —15—5—n

Onadonc:

3 3
Sp=n+1)+15-—=n+16——.
5n 5n

c. Lalimite de la suite est celle de n, donc égale a +oo.

PARTIEB:
Proposition 1 : Fausse : la suite (1) de I'exercice ci-dessus est convergente, alors que

(Sp) diverge.
Proposition 2 : Fausse : la suite (u,) de 'exercice ci-dessus est décroissante car la suite

1
de terme général on I'est et on a vu que la suite (S;) est croissante.

EXERCICE 2 5 points

Pour les candidats ayant suivi ’enseignement de spécialité
PARTIEA:

On considére le systeme de congruences :

, ol n désigne un entier relatif.

S) n = 2 (modulo3)
n = 1 (modulob)

1. Onall=3x3+2etl1=5x1;11 estdonc solution de (S).
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2.

3.

0 n = 2 (modulo3)
"8 11 = 2 (modulo3)
que n— 11 est un multiple de 3.

n 1 (modulo 5)
11 = 1 (modulob5)
signifie que n — 11 est un multiple de 5.

= par différence n—11 = 0 modulo 3, qui signifie

De méme { = par différence n—11 = 0 modulo 5, qui

Comme 3 et 5 sont premiers entre eux, n— 11 est multiple de3x5=15.D’oin—-11 =
15k, avec ke Netenfin n=11+15k, ke N.

PARTIEB:

1.

—_— VA
2. a. CommeAni = f(An), OApy1 = OA, et (OAn , OAper ) = 3 le triangle 04, Ay
. N s . P
est isocéle avec un angle au sommet de 3’ donc un triangle équilatéral.
b. Les points Ay, A1, Az, A3, A4 et As sont équidistants de O, donc sur un cercle
de centre O.
Les triangles OA,, A,+1 sont équilatéraux, donc AgA; A2 A3 A4 As est un hexa-
gone régulier de centre O.
3. a. Dela méme facon les points B, sont sur le cercle de centre O et rayon OBy =
‘4e‘i% =4,
b. D’apreslarelation de Chasles: (OBn , OBj42 ) = (OBn , OBy11 )+(OBn+1 , OBy42 ) =
T T 271
—+—-—=—. (27
5 5 5
c. Lespoints B, sontsur le cercle de centre O et de rayon 4 et les triangles OB, Bj,+2
21
sont isoceles d’angle au sommet =
Le polygone By B, B4 Bs Bg est donc un pentagone régulier de centre O.
4. a. Puisque a;4+1 = els ay, (a,) estune suite géométrique de raison el3. Onadonc
an = (ei%)n ap = (e"ig) x2e725 =2 (eim}zm )
De méme, comme b1 = els by, (by) est une suite géométrique de raison els.
.o\ L7 v s (n=rm
Onadonc b, = (elg) bo = (e’“g) x4e7'3 = 4(e‘( 5 )
b. Les points sont les deux sur I'axe des réels si leurs arguments sont égaux a 0 a
7 pres, c’'est-a-dire si
(n-2)m _
—5 = 0 [m] - n-2 = 0 [3]
(n—-1m n-1 = 0 [5]
— = 0 [7#]
5
Les points A, et B, sont simultanément sur I’axe des réels si n est solution du
systeme (S) ci-dessus, donc si n est de la forme 11 + 15k avec k € N.
EXERCICE 3 7 points

1+iv3 1 V3 T m i
=—+1—=COS§+ISIH§=E
2 2 2

On a donc z’ = ze'5 : I'application f est donc une rotation de centre O et d’angle .

wIx

- Application f :

- Application g : z" = e'5 z, donc g est la rotation de centre O et d’angle %.

Commun a tous les candidats
Soit f la fonction définie sur R par:

X

fX)=x+2- w13
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On désigne par € sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormal

—

(O, T, ] ) d’unité graphique 2 cm.

X

1. a. Comme lim e*=0, lim
X——00 x—-oo0 eX +

3= 0. La limite de f(x) est celle de x + 2 soit

—0Q.
X

b. f(x)—(x+2)=- o et on a vu que la limite de ce quotient est égale a 0 au
e
voisinage de —oo. Ceci montre que la droite 2, d’équation y = x +2 est asymp-

tote a la courbe ¥ au voisinage de —oo.

c. Comme 4, e*, e* + 3 sont des nombres supérieurs a zéro, — ¥ 3 <0
e’ +

Ceci montre que la droite 2; est sous la courbe € au voisinage de —oco.

2. a. festune somme de quotients de fonctions dérivables sur R, le dénominateur
ne s’annulant pas : elle est donc dérivable sur R et

F=1+ —de" (e +3) +deTxet  12e" _ (e* +3)% —12¢* _
(e*+3)2 (e*+3)2 (e* +3)?
e¥+9+6e —12e* > +9-6e* (e*-3)
(e* +3)2 T (@432 (e¥+3)?

X

e*+3
b. On a manifestement f”(x) > 0.

2
D’ou finalement f’(x) = ( ) , quel que soit x € R.

La fonction f est donc croissante sur R.
X

Ona lim -
x—+o0 e¥+43

D’otu1 le tableau de variations :

=—4, xlermf(x) = +00.

X —00 In3 +00
) + 0 +
+00
fx)
—0o0

3. a fl(x)=0«<= e"*=3 < x=In3.
% a donc une tangente horizontale au point d’abscisse x =In3.

4x3
Ona f(In3)=In3+2-——=In3.
3+3
Léquation de 2 est y =1n3 2.

b. - Si x <In3, alors par croissance de f, f(x) < f(In3). La courbe ¥ est sous la
droite 2.

- Si x > In3, alors par croissance de la fonction f f(x) > f(In3). La courbe €
est au-dessus de la droite 9,.

- Si x =In3, alors ¥ et 2, sont tangentes.

4. a. M(x;y)€@3<=>YX_7f(00)=f’(0) SiX#0 < Y =f(0)+f'(0)X.
4
f)= _Z_l’
0) = —_2)2_1
f(O)—(4 .

T4
1
M(x; ) €93 — y:Zx+1
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1
b. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = f(x) — (Zx +1].
1
g est dérivable sur R et g'(x) = f'(x) - 7
12e* (e* -3
g’ est dérivablesur Ret g'"(x) = f"(x) = 12e7(e —3) ; ce quotient est du signe
(e*+3)3
de e* —3; le signe de g"” dépend donc de la position de x par rapportaln3:
-six<In3, g"(x) <0, ce qui signifie que g’ est décroissante;
-si x>1In3, g”(x) > 0, ce qui signifie que g’ est croissante.
1 1 1
- g’ admet donc un minimum en In 3 qui vaut g’(In3) = f'(In3)— i 0- 1TTT
On remarque que g'(0) —f’(O)—l— (_—2)2—1—1—1—0
queque g1 = 4 \ 4 4 4 4
On en déduit que sur ] —oo; 0, g'(x) > 0, donc g est croissante, puis que sur
10; In3[, g’'(x) <0, donc g est décroissante.
g adonc un maximum en x =0 qui vaut g(0) = f(0)-1=2- 1 -1=0.
Conclusion : sur l'intervalle ] — oo ; In 3], la fonction g est négative soit f(x) —
1 1
(Zx+ 1) <0 = fx)< (Zx+ 1), ce qui signifie que ¥ est au dessous de 23
sur]—oo; In3|[.
}’
o P> /
@2 1n3 /

y

6. a.

Posons u(x) = e* +3; u est dérivable sur R et 1/ (x) = e*.
e’ (%)
e*+3  ux)’
On sait qu'une primitive de cette fonction est In|u(x)| = In u(x) car u(x) >3 >
0) =In(e* +3).
Une primitive G de g sur R est donc G(x) =In (e* + 3).

Onadonc g(x) =

. On avu que quel que soit x, € est en dessous de &1, donc l'aire cherchée est :

X

(d’apres la question 1. b.)

0 0
tszf(/l)zf/1 [(x+2)—f(x)]dx=f)L 4ex+3
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Donc /(1) = G(0) - G(A) = 4In (e° +3) —4[In(e* +3)] = 4In4 -4 [In(e* +3)].

c. Ona lim eA=0, donc lim 4ln(el+3)=4ln3.

——00 A——00

- 4 4 4\* 256
Puis lim «/(1) =4In4-4In3=1n4"-In3"=In|(=| =lIn— ~1,15u. a.
A——c0 3 81

EXERCICE 4 4 points
Commun a tous les candidats
1.
0,2 V1\
0,7 V2
03 v,
-l
0,7 V2
2 — 8
On a de suite =—=0,2, p|lV;|=—=0,8.
AT p( 1) 10
(Vo= —=0,3 (7)—1—07
p2_10_77p 2_10_y-

En suivant la premieére branche, on obtient p (V; nV2) =0,2 x 0,3 =0,06.

2. On gagne un ours en peluche si on tire une seule bille verte; donc avec une proba-
bilité de
p(v1 mv_z) + p(v_mvz) =0,2x0,7+0,8x0,3=0,14+0,24 =0,38.

3. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de gagnants.
On a une épreuve de Bernoulli puisque les parties sont indépendantes avec n = 20
et p=0,06.
La probabilité que 2 parmi les 20 gagnent un lecteur MP3 est :

20
p(X=2)= ( ) ) x 0,06 x (1-0,06)?°7% =~ 0,2246 210~ pres.

4. Calculons la probabilité qu’aucune de ces n ne gagnent un lecteur MP3; elle est
égale a (f) x 0,06° x 0,94" =0,94".
La probabilité qu’au moins une personne gagne est donc égale a: p, =1—-0,94".
Or p, 20,99 < 1-0,94" > 0,99 < 0,01 > 0,94" soit par croissance de la

1
fonction logarithme népérien In0,01 > In(0,94") — ln(ﬁ) > nln0,94 —

—-1n100
—In100 > nln(0,94) < n> —— carln0,94 < 0.
In0,94

La calculatrice donne n > 74,5.

Il faut au moins 75 joueurs pour qu’il y ait au moins un gagnant du lecteur MP3 avec
une probabilité de 99 %.

Antilles-Guyane 5 septembre 2008



