Durée : 4 heures
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

1. La droite 2’ a pour vecteur directeur Z (=1; 3; —1) lequel n’est manifeste-

ment pas colinéaire au vecteur 1 , vecteur directeur de la droite des abscisses
2 : donc les droites 2 et 2’ ne sont pas paralléles.

Prouvons a présent qu’elle ne sont pas sécantes.

X = u
Une représentation paramétriquede 2 étant:{ y = 0 , uel,
z =0
onapour M(x;y; 2):
u = -t
Me?Pn?' < ilexiste(u; t)eR*telque{ 0 = 3+3¢
0 1-¢
u+t = 0
<— ilexiste (u; t)e[R{2 tel que t = -1
t = 1

Les deux derniéres équations étant incompatibles, le systeme n’a pas de solu-
tion et donc les droites 2 et 2’ ne sont pas sécantes.

Les droites 2 et 2' n’étant ni paralleles ni sécantes, elles sont donc non copla-
naires.

2. Levecteur w =at +bj +ck seraun vecteur directeur de Asi w L 1 et
wlu,iesia=0et—a+3b—c=, i.e.encoresia=0etc=3b.
Prenons b = 1. Alors le vecteur w = j +3k estun vecteur directeur de A.

3. a. Soit M(u; 0; 0) un pointde?. Onaalors: —3y+z=-3x0+0 =0. Donc
M e 22 et ceci quel que soit le point M de 2.

Donc le plan 22 d’équation : —3y + z = 0 est un plan contenant la droite
2.

b. En tant que point de 2’ le point ] a pour coordonnées (—t; 3+3¢; 1—1).
Pour obtenir ¢t exprimons que J appartient au plan &2 :

4
-3y+2z2=0 << -33+30)+(1-1)=0 < -10t=8 < t:—g.

On en déduit que les coordonnées du point d’intersection J de la droite
4 3 9
2' et du plan £ sont (— ;= —).
5 55

c. Désignons par A la droite passant par J et de vecteur directeur w . Elle
a pour représentation paramétrique :

4
X = =
5
3
= —-+v ,VveER
y 5
9
z = =+3v
5
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Etudions l'intersection des droites @ et A;. On a pour M(x; y; 2):

4
u = =
5
3
Me2nA, < ilexiste (u;v)eR’telque{ 0 = SV
9
0 = —=+3v
5
4
u = =
5
3
— ilexjste(u;v)eletelque v = s
3
v = ==
5

4
Doncladroite A; est sécante a2 en un pointI de coordonnées ( g ;05 0) .

Montrons que A; c’est A.

La droite A; a pour vecteur directeur Z, doncelle est parallele a A, donc
elle est orthogonale 3 2 eta 2.

D’autre part elle rencontre 2 en I et 2’ enJ.

Donc A, est une droite perpendiculaire 4 2 et 2'.

Enfin, d’apres 1. 2 et 2’ sont deux droites non coplanaires, et on a admis
qu'il existe dans ce cas une unique droite perpendiculaire 2 2 et 2.
Donc A; est bien la perpendiculaire commune A 4 2 et 2.

— 3 39 .
d. Le vecteur IJ ayant pour coordonnées (0 ; = ; =) on en déduit que la

3 3v10
distancede 2 a %' est: d(2; 2)=1] = = xV02+124+32= T\/_
EXERCICE 2 5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. On sait que la rotation Ra a pour écriture complexe : 2’ —a = e_i?” (z—a), ie.
Z—a=-i(z-a).
Doncu=-i(z—a)+a=-iz+a(l+1i) = —iz+5(1+i)2 =—-iz+10i =i(10 - z).
——
=2i
Laffixe du point U est donc u =i(10 — z).

De méme la rotation Rg a pour écriture complexe : z' — b = e%r (z-b), i.e.
Z-b=i(z-Db).
Donct=i(z-b)+b=iz+b(1-i) =iz+501 —i)2 =iz—10i =i(z—-10).

——

=-2i

Laffixe du point T est donc ¢ =i(z —10).
Montrons que le quadrilatere MUDT est un parallélogramme de centre O.
On sait déja que O est le milieu de [M D].
D’autre part, ona u+ ¢t =0. Donc O est le milieu de [UT].

Les diagonales du quadrilatere MUDT se coupent en leur milieu O : donc
c’est un parallélogramme de centre O.

2. Onremarque que: zz—5z—5z = (z—5)(z—5) — 25.
Donc:
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3.

M,eT < (z-5)(z—-5) =25 <> (2-5)(z-5) =25 < |z-5*=5* <
|z—=5] =5.

Lensemble I" des points M d’affixe z tels que : zz—5z—5z = 0 est donc le cercle
de centre Q) d’affixe 5 et de rayon r = 5.

Comme on a QA = QP = Q0 = OB =5 = r, le quadrilatere OAPB est inscrit
dansT.

a. Les points O, M et U sont alignés si et seulement si les vecteurs OU et
OM sont colinéaires, i.e. puisque OM nlest pas nul, si et seulement s'il
existe un réel k tel que CY]) = kO—M) , i.e. encore s’il existe un réel k tel
que u = kz.

. u u (u u u
Or: u=kzavec kréel < —eR — —:(—) = —=-.
z z z z

N

ISR

u
Donc les points O, M et U sont alignés si et seulement si — =
z

b. Il résulte du a. que les points O, M et U sont alignés si et seulement si
uz-uz=0.
Or:
Uz-1z=0 < {(10-2)z+{10-2)z2=0 < 10z+10z-222=0 <
z2z—5z2—-5z2=0 < MEeT.

Donc les points O, M et U sont alignés si et seulement si M appartient
aucercleT'.

4, OMU estisoceleen O «<— OM =0U < |z|=|u| < |z| =]10-z|] <

OM = MP <= M appartient a la médiatrice du segment [OP].

Donc I'ensemble des points M du plan tels que OMU soit un triangle isocele
en O est la droite (AB).

OnadanscecasOM =0U, donc DM =TU.
Le parallélogramme MUDT a donc ses diagonales de méme longueur : c’est
un rectangle.

u u

u : . u 7 —
. — est un imaginaire pur < —:—(—) = —=-= = uz+uz=0 <
z

z Z Z
110-2)Z-1(10-2)z=0 < 10z-10z=0 < z=2z < z€eR.

Donc I'ensemble des nombres complexes z tels que — soit un imaginaire pur
z

est 'axe réel privé de O.

Si M est un point de la droite (OP) privée de O et B alorsz#0Oetu#0Oetona:
ar (E) -z ()
& z) 2 )

b4

Et comme (C)—]\/f,C)—U)) = arg(g) (2m), on en déduit : (O—]\/I’,CYI)) = ) ().
z

Le parallélogramme MUDT a donc ses diagonales perpendiculaires : c’est un
losange.

Le quadrilatere MU DT est un carré si c’est un rectangle et un losange, donc si
M est sur la droite (AB) et sur la droite (OP) privée de O et B, i.e. si M est en Q.
Donc il existe une unique position du point M tel que MUDT soit un carré :
c'est Q.

EXERCICE 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
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1. a. 11 estimpair donc 11* est impair : 'entier A(11) est pair.

b. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
- Sin=0 mod3, n*=0 mod3, A(m=1 mod3.
- Sin=1 mod3, n*=1 mod3, A(m=2 mod3.
- Sin=2 mod3, n*=1 mod3, An)=2 mod3.
Dongc, quel que soit 'entier n > 2, A(n) n'est pas un multiple de 3.

c. Soit d un diviseur de A(n) : il existe un entier k tel que n*+1=kd, ie.
tel que :
kd—n®xn=1.
On en déduit, d’apres le théoreme de Bezout, que d et n sont premiers
entre eux.
Dong, tout entier d diviseur de A(n) est premier avec n.

d. Soit d un diviseur de A(n). Onaalors: n*+1=0 modd.
Doui: n*=-1 modd, etdonc: nb= mod d.

Dongc, pour tout entier d diviseur de A(n) :

=1 mod d.

2. a. Soit k un entier tel que n* = mod d.

Effectuons la division euclidienne de k par s (I'existence de s est assurée
d’apres 1.d) :

Il existe un unique couple d’entiers (g, ) telque k = sg+ravec0 < r <s.
Dotu: n¥ = m%)9xn". Or: n’= modd. Donc: (n)9=1 modd.
Et comme n* = modd, ilenrésulte: n" =1 mod d.

Or r < s et s est le plus petit entier naturel non nul ayant cette propriété.
Donc r =0 et donc s divise k.

b. Onavuaul.dque: n®= mod d. Donc d’apres a, s est un diviseur

de k=8.

c. D’apres l.c, 'entier d est premier avec n. Si, de plus, d est premier, alors
il découle du petit théoréeme de Fermat que :

n“l'=1  modd.

Comme d > 2 (car premier) alors k = d — 1 est un entier naturel non nul.
D’ot, d’apres a, s divise k, i.e. s divise d — 1.

On a donc montré que :

Si d est un diviseur premier de A(n), alors s est un diviseur de d — 1.

3. Recherche des diviseurs premiers de A(n) dans le cas ou1 n est un entier pair.

Soit p un diviseur premier de A(n) et soit s le plus petit des entiers naturels
non nuls k tels que n”¥ =1 mod d.

D’apres 2.b s est un diviseur de 8, donc s € {1,2,4,8}.
Si s €{1,2,4}, i.e.sisestun diviseur de 4, alorsde: n*=1 modp on
déduit :
nt=1 mod p.
D’ou:
An)=2 mod p.
Orona , puisque n étant un entier pair alors A(n) est un entier impair.
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Donc A(n) n’est pas un multiple de p, contrairement a I’hypothese.

Donc s ne divise pas 4 : donc s =8, et, d’apres 2.c, 8 est un diviseur de p — 1,
ie. p—1=0 mod8, etdonc p=1 modS8.

On a donc montré que, dans le cas ol z est un entier pair :

Si p est un diviseur premier de A(n), alors p est congru a 1 modulo 8.

4. Recherche des diviseurs premiers de A(12).

A(12) =20737. En effectuant les divisions successives de 20 737 par les nombres
de la liste donnée, on constate que 20737 = 89 x 233.

Or v233 = 15,3 donc v233 < 17. Et comme, dans la liste, il n'y a pas d’autres
nombres avant 17, cela signifie que 233 fait partie de la liste des nombres pre-
miers congrus a 1 modulo 8.

Donc les diviseurs premiers de A(12) sont 89 et 233.

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

1. Les événements F, A, C et I constituent une partition de 'univers. Donc :
P(F)+P(A)+P(C)+P) =1.

D’ot, puisque P(A) = P(F) et P(C) = P(I) =2P(F)ona: P(F)+ P(F)+2P(F) +
2P(F)=1, i.e.6P(F)=1.

1 1
On obtient donc: p(F) = p(A) = P et P(C)=P) = 3

2 a. P(SNA)=PA)xP (S)—leS—i
) ) a AT T T 1

b. D’apres la formule des probabilités totales :
p(S)=P(SNF)+P(SNA)+P(SNAC)+P(SN ).

Donc:

1 1 1 1 1 17
P(S)==x0,2+=-x0,5+=x%x0,1+4=-x0,4==(0,7+2x0,5) = —.
6 6 3 3 6 ~—n—— 60

=17

c. On demande la valeur de Pg(C) :

1

pucy PCns _3*%1 2

sO="p5 =1 BETA
gXl,?

2
La probabilité qu’il ait acheté le supplément sur le site canadien est ITA

2

) 1 1\2 1)
8. a d®={0335-—) +({0,310— | +(0,355— =) ~0,0010167.

D’oi1: 1000d? =~ 1,0167.

b. Le neuvieme décile est : Dg = 1,5104. Donc 100042 < Dq.

On peut donc considérer, au risque de 10 %, que le choix d’'un site euro-
péen, nord-américain ou asiatique se fait de maniere équiprobable.
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EXERCICE 4 5 points
Commun a tous les candidats

1. Pour toutréel xde [0; 1] :

ex[(/1/+x)—/1/]_ xe*
A+x2  (Q+x2

o=

Comme x > 0 et que pour tout réel x, e* est >0, ona f'(x) > 0.
Donc f est croissante sur [0; 1].

1
2. a. Onpartage l'intervalle [0; 1] en cinq intervalles de méme longueur =

Sibien que:
k k+1
;1= U |zi—F
o<k<ald D
Soit k un entier compris entre 0 et 4. La fonction f étant croissante sur
) , k k+1
I'intervalle [0; 1], elle 'est en particulier sur 'intervalle I = | —; =

Donc pour tout x de I :
k 1
(Eermer(ts)

I1 découle alors de I'inégalité de la moyenne que :

8 o o5

k+1

SHE A

et ceci, quel que soit 'entier kK compris entre 0 et 4.

ie.:

(k+1

1
xégf

Interprétation graphique : la fonction f étant continue et positive sur
I'intervalle I, l'intégrale ci-dessus représente 'aire sous la courbe de la
fonction f, exprimée en unité d’aire.

On en déduit que cette aire est comprise entre I'aire du rectangle rg, si-
tué au-dessous de la courbe, et celle du rectangle Rg, situé au-dessus de

1
la courbe, ces rectangles ayant pour base = et pour hauteurs respectives

k+1
55
b. En sommant les inégalités précédentes pour k compris entre 0 et 4, on
obtient :
Z1() Zfﬂ Zlfk+1)
00 k:05 5
Or:
21 (k) 1 & (k) 1
Bt
=5 \5) 5427 \5) 5

4 R ex 1 ex
o Y f dx= f = dx (Relation de Chasles).

12 1
)=z rrls)-sen
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Il en résulte :

ls<f1 ¢ dr< Ll
= x<=(S5-1).
545 )0 1+x S50

c. Ontrouve, 21074 pres: S4 = 5,4587 et S5=6,8178.

1
D’ou: = (S4) =1,0917 qu’'on minore par 1,091

1
et 5 (S5-1) =1,1636 qu’'on majore par 1,164.

1 X

Ce qui nous donne 'encadrement : 1,091 < f dx <1,164.

o 1+x
3. a. Pourtoutréel xde[0;1],ona:

2 A-n0+n+d A 0+4 1
1+x 1+x o 1+x 14X

x2

1
Dongc, pour tout réel xde [0; 1],ona: —— =1—-x+ .
1+x 1+x

b. Enmultipliant par e* dans I'égalité précédente, on obtient, pour tout réel
xde[0;1]:
X 2,X

e L X“e
=1-x)e" + —
1+x

1+x
D’ot, en intégrantdeOal:

1 ¥ 1
f dx:f (1-x)e*dx+1.
o 1+x 0

1
c. Pour calculer I'intégrale f (1-x)e*dx, les fonctions sous le signe somme

étant continues, ainsi que leurs dérivées, on peut effectuer une intégra-
tion par parties. Posons :

u(x)=e*
V(x)=-1

u'(x)=e*
v(x)=1—-x

u(x)v'(x) = —e*

D’ou:

! 1! 1 1
f (1-x)e*dx= [(l—x)ex]0+f e*dx=[(1-x)e*],+[e*],=
0 0

[(1-x)e" +e*]) = [2- e’y =e—2.
Ainsi : .
f (1-x)e*dx=e-2.
0

1 X 1 1 ¥
d. Puisquel:f dx—f (l—x)exdxzf dx—(e-2),
o 1+x 0 o 1+x

On déduit de 'encadrement obtenu au 2.c que :

1,091-(e-2)<I<1,164-(e—2).

D’ol1 'encadrement d’amplitude strictement inférieure a 10~ suivant :

0,37<1<0,45.
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