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2 1 LIMITE INFINIE EN L'INFINI

Le but de ce chapitre est de déterminer le comportement d'une fonction aux
bornes de son ensemble de définition.

| Cimite n6inie en '€

Ll Cimite positive infivie en + [infivi

La fonction f n’est pas majorée en +-co.

Aussi grand que soit M, il existe un réel
A au dela duquel f(x) est plus grand
que M

On peut donner une définition plus
rigoureurse ci-dessous :

-

il VM >0,3Atelquex > A = f(x) > M

On écrira dans ce cas : lim f (x) = 400
X— 00

Exemple : Soit la fonction carrée soit : f(x) = x?

On veut que x> > M soit x > v/M (pour x>0), on a donc :
VM>0,3A=vVM telque x>A = f(x)>M

On a ainsi : lim x?2 = +o0
X—r 400

.2 Cimite néagative infivie en + ['in€ivi

. . , o
i La fonction f n’est pas minorée en +oo.

e

Aussi grand négatif que soit m, il existe
un réel A au dela duquel f(x) est plus
petit que m

L d

B . IS

On peut donner une définition plus
rigoureurse ci-dessous :

Vm < 0,3Atelquex > A = f(x) <m

On écrira dans ce cas : lim f(x) = —o0
X—+00

Exemple : Soit la fonction f définie sur Ry par: f(x) =3 —/x
Onveutque3 —/x <m<& —y/x <m—3< x> (—m+3)? onadonc:
Vm <0,3A=(-m+3)* telque x>A = f(x)<m

Onaainsi: lim 3—/x = —c0
xX— 400
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1.3 LIMITE POSITIVE INFINIE EN - L'INFINI 3

1.2 CLimite positive ifivie en = [in€ini

Aussi grand que soit M, il existe un réel
B au deca duquel f(x) est plus grand
que M

On peut donner une définition plus
rigoureurse ci-dessous :

.

La fonction f n’est pas majorée en —co. VM > 0,3Btelquex < B = f(x) > M

On écrira dans ce cas : lim f(x) = 400
x—>—00

Exemple : Soit la fonction carrée soit : f(x) = x?

On veut que x> > M < —x > /M (pour x<0) < x < —/M, on a donc :
VM>0,3B=—-VM telque x<B = f(x)>M

Onaainsi: lim x% = 400
x——00

1.4 Cimite végative ilivie en = ['inivi

/ La fonction f n’est pas minorée en —oco.
2 / ; Aussi grand négatif que soit m, il existe
un réel B au deca duquel f(x) est plus

petit que m

On peut donner une définition plus
rigoureurse ci-dessous :

Vm < 0,3Btelquex < B = f(x) <m

On écrira dans ce cas : lim f(x) = —o0
x——00

Exemple : Soit la fonction cube soit : f(x) = x3

On veut que x> < m < x < ¢/m , onadonc:

Vm <0,3B=<m telque x<B = f(x)<m

Onaainsi: lim x® = —o0
X— —00
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2 LIMITE IN

FINIE EN A

2 Limite NSNie en a

2.) CLimite positive infinie en 4

o

La fonction f n’est pas majorée autour
de a.

Aussi grand que soit M, il existe un in-
tervalle ouvert centré en a tel que f(x)
est plus grand que M

On peut donner une définition plus
rigoureurse ci-dessous :

VM >0,3dntelque |[x —a| <netx #a = f(x) >M

On écrira dans ce cas :

lim f(x) = +o0

X—a

Remargue : On dit que la droite y = a est une asymptote verticale a la

courbe de f

1
Exemple : Soit la fonction f définie sur R* par : f(x) = o3

1
On veut que — > M& x? <
x

VM >0,37 =

M

1
— tel que

VM

1
Onaainsi: Ilim — = +o0

x—0 xz

1 1 1
— & ——— < x< ——,onadonc:

VM vM
x| <netx#0 = f(x) >M

2.2 (imite néqative infivie en a

-~

La fonction f n’est pas minorée autour
de a.

Aussi grand négatif que soit m, il existe
un intervalle ouvert centré en a tel que
f(x) est plus petit que m

On peut donner une définition plus
rigoureurse ci-dessous :

Vm <0,3ntelque|x—a| <netx#a = f(x)<m

On écrira dans ce cas :

lim f(x) = —o0

X—a
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2.3 LIMITE A DROITE ET A GAUCHE EN A 5

Remargue : On dit que la droite y = a est une asymptote verticale a la
courbe de f

2.3 (imite A droite et A gauche ew 4

Il peut se passer que la limite a droite et a gauche de a ne soit pas le méme

infini. Il n'y a alors pas de limite en a. On parle alors de limite a droite et a
gauche en a.

On écrit alors par exemple : Jl%rbll f(x) = 4oo| et ’Ezr%f(X) = —o0
xX>a

C’est par exemple le cas de la fonction inverse en 0.

On a alors :
lim f(x) = +o0
x—0
x>0
: lim f(x) = —oo
x<0
2 CLimite SiNie
2) CLimite Svie en ['€ini
*
L+e
¢ I -
£e E
o
A

Pour tout intervalle ouvert autour de / il existe un réel A au dela duquel f(x) se
trouve dans cet intervalle

On peut donner une définition plus rigoureurse ci-dessous :

Ve >0,3JAtelquex > A = |f(x)—{| <e

On écrira alors : xl_l)r_{loo flx)=14¢

Remargue : On dit que la droite y = ( est une asymptote horizontale a la
courbe de f
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6 3 LIMITE FINIE

ExeMPle : C’est la cas de la fonction inverse en +c0. On a :

li =

S (1) =0

On a le cas symétrique en —oo

Cf
L+e

f :
! £-€
EB

Pour tout intervalle ouvert autour de / il existe un réel B au de¢a duquel f(x) se
trouve dans cet intervalle

On peut donner une définition plus rigoureurse ci-dessous :

Ve >0,3Btelquex < B = [f(x)—/{| <e€

On écrira alors : x1_1>r£100 flx)=14¢

Remargue : On dit que la droite y = / est une asymptote horizontale a la
courbe de f

EX&MPI& : C’est la cas de la fonction inverse en —c0. On a :

lim f(x)=0

X——00

22 CLimite finie e a

La fonction f n’est pas défini en 4.

; Pour tout intervalle ouvert | centré en ¢
i , on peut trouver un intervalle ouvert |
! centré en a tel que f(x) soit dans l'inter-
/ a valle |

/ 2n
On peut donner une définition plus

rigoureurse ci-dessous :

L d

Ve >0,3dntelque|x —a| <netx #a = |[f(x)—{| <e

On écrira dans ce cas: | lim f(x) = ¢
X—a
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Vx+6—3

Exem,cle. : Soit la fonction définie sur R — {3} par: f(x) = P

Déterminer la limite de f en 3. Il faut alors changer la forme de f(x).

floy = Y23
(Vx+6-3)(Vx+6+3)
(x—3)(Vx+6+3)
x+6-—-9
(x—=3)(Vx+6+3)
1
T V/xt6+3

e . 1
En passant a la limite, on trouve :  lim f(x) = —
x—3 6

4 (Limites des fonctions éléementaires

4) Cimite enw +00 et —c0

f(x) x" L NE:

=
=
o _
B

xl_lg_‘oo f(x) +0c0 0 +00
lim f(x) oo sin pair 0 non défini | non défini
X—=—0 —00 S1 1 1mpair

. 1 :
Remargue : Pour les fonctions du type port I’axe des abscisses est asymptote
en +oo et —oo

42 (Cimite env 0

1 1
ylclgéf (x) +00 400
x>0
lil’I(l) f(x) +00 si n pair non défini
)acc?o —o00 si n impair

Remargue : Ces fonctions admettent I’axe des ordonnées comme asymptote
en 0.
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8 5 OPERATION SUR LES LIMITES ET FORMES INDETERMINEES

S Opération sur les limites et formes indéter-
mivées

S.) Semme de fonetions

Si f a pour limite /¢ V4 1 400 | —c0 +00
Si g a pour limite 0 | +oo| —co | +o0 | —c0| —o0
alors f + ¢ a pour limite | £+ ¢' | 400 [ —oo [ 400 [ —oco [ F. Ind.

Exemples :
1
1) Limite en 4o de la fonction f définie sur R* par: f(x) = x +3 + p

Iim x+3 =4

x5 4-00 Par somme
1 i =
lim = =0 Jm fx) = +oo
X—+o0 X

2) Limite en +oo et —co de la fonction f définie sur R par : f(x) = x> + x

: 2
xl_lffoo X" = +00 Par somme
. B li —
tim =t [l S0 = oo
L x” = +oo Par somme, on ne peut conclure
lim x = —o0 Forme indéterminée : 400 — o0
xX——00
S.2 Produit de fonetions
Si f a pour limite ¢ | {#0 0 0o
Si g a pour limite I 00 ) 00
alors f x gapour limite [ £ x ¢/ [ oo* | Eind. | co*

*Appliquer la regle des signes

Exemples :
1) Limite en —co de la fonction précédente : f(x) = x> + x

Pour lever la forme indéterminée, on change la forme de f(x).

1
flx) =x*+x=x? (1+;>
On a alors avec le produit :

lim x% = +o0

x——00 Par produit
1 i =
hm 1 + - = 1 xg@wf(x) +oo
X——00 X
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5.3 QUOTIENT DE FONCTIONS 9

2) Limite en +oo de la fonction définie sur Ry par: f(x) = x — /x

On ne peut résoudre par la somme par c’est une forme indéterminée, on chan-
ge alors la forme de f(x)

f(x)zx—\/E:x(l—%)

lim x = 4o

X—+00 Par produit
1 - _
m 1— —=1[ Hm f(x)=+eo
X—>+00 X

1
3) Limite a droite de 0 de la fonction définie sur R* par: f(x) = p sin x

1

,1}35 X oo Par produit, on ne peut conclure

x>0
limsinx =0 Forme indéterminée 0 x oo

x—0
x>0

S.23 Quotient de fomnctions

Si f a pour limite 14 ¢ #0 0 l | oo 00
Sigapourlimite [¢ #0| 0 0 oo | £ 0o
alors f a pour limite ; oo* | Find. | 0 | co* | Find.

*Appliquer la regle des signes

Exemples :
2x —1
1) Limite en —2 de la fonction définie sur R — {—2} par: f(x) = ;+ >
X —00 -2 “+o00
On a le tableau de signes de x — 2 :
x+2 — 0 +
xll>rr_12 2x—1=-5] par quotient
. — ot li = -
xli>n_12x—|—2 =0 xgr_lzf(x) o0
x>—2 x>=2
. e li —
Jim, x+2 =0 Jm, f(x) = +eo
x<—2 ) x<—2
On en déduit alors une asymptote verticale d’équation x = —2.
2 1
2) Limite en +oo de la fonction f définie par: f(x) = 3§ 1 5

Comme le numérateur et le dénominateur tendent vers 1'infini en +o0, nous
. , . &Y
avons une forme indéterminée : —. Il faut donc changer la forme de f(x).
(0, 0]
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10 6 LIMITE EN L'INFINI DES FONCTIONS POLYNOMES ET RATIONNELLES

On a alors :

lim 2+ —-=2 Par quotient
x—+e0 X ’
1 ' - =
lim 34+-=3]| Jm flx)=3
X—+00 X

6 Cimite ew [l'ifivi des fonctiovs polyvémes et
rationnelles

b.) Fomction polynsme

Théoréme | : Un polyndme a méme limite en +o0 et —oo que son mondme
du plus haut degré.

Si P(x)=anx"+a,_1x" 1+ 4ajx+apxy alors

lim P(x) = lim a,x" et lim P(x)= lim a,x"
X—r+00 X—r+00 X—r—00 X—r—00

Deémonstration : : On admettra ce théoreme, qui peut aisément se démon-
trer en factorisant par le monome du plus degré.

Exemples :
1) Limite en +oco du polynéme P, défini par : P(x) = 5x2 — 6x + 1

D’apreés le théoreme, on a

lim P(x) = lim 5x* = 400

X—r+00 X—r+00

2) Limite en —oo du polynéme Q, défini par : Q(x) = 4x3 +2x? +4

D’apres le théoreme, on a

lim Q(x) = lim 4x° = —
X——o00 X——o0
PAUL MILAN 6 septembre 2011
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6.2 FONCTION RATIONNELLE 11

6.2 Fonction ratiovnelle

Théeoréme 2 : Une fonction rationnelle a méme limite en +o0 et —co que

son mondme du plus degré de son numérateur sur celui de son dénomina-
teur.

B X"+ g, x4 - ax + agxg

Si = 1
i f) by x™ + by 1x™1 .. + byx + boxg Aot
lim f(x) = lim i t lim f(x)= lim X"
xX——400 o X—s+00 bmxm € x—)—oof x> bmxm

Deémonstration : : On admettra ce théoréme, qui peut aisément se démon-
trer en factorisant par le mondme du plus degré le numératuer et le dénomina-
teur.

Exemples :
2x* —3x+6
1) Limite en +oo de la fonction f, définie par: f(x) = %
D’apres le théoreme, on a
2
lim f(x)= lim — = lim 2x = 4o0
x——+00 X——+o0 X x——+o00
4x? —
2) Limite en —oo de la fonction g, défini par: g(x) = %
D’apres le théoreme, on a
. _ 4x? .4 4
Jim glx) = lm o5 = lim 3=3

. : +
Il y aura alors une asymptote horizontale d’équation : x = 3

6.2 Asymptote obligue

Deéfivition | = Une courbe € représentant une fonction f admet une

asymptote oblique d’équation y = ax + b en 4-00 ou —oo si et seulement si :

lim [f(x)—(ax+b)]=0 ou lim [f(x)—(ax+b)]=0

X—r+00 X—>—00

Remargue : La courbe se rapproche de plus en plus de la droite asymptote
lorsque x devient de plus en plus grand soit en valeur positive soit en valeur
négative.

Exemple : On obtient par exemple le graphisme suivant :
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12 6 LIMITE EN L'INFINI DES FONCTIONS POLYNOMES ET RATIONNELLES

44

e

Théoréme 3 : Dans une fonction rationnelle lorsque le degré du poly-

ndéme du numérateur est égale a celui de son dénominateur plus un, alors la

représentation de cette fonction s admet une asymptote oblique (D) en +oo
et —oo.

: P(x)
Soit f(x) = et d°P=d°Q+1
Soit la droite (D) d’équationy = ax +b alors lim [(f(x) — (ax+b)] =0

X—>00

Exemple : Soit la fonction rationnelle définie sur R — {1} par :

2x2 —3x+1
f(x)_x—+1

Déterminer 'asymptote oblique de € en +oco et —oco. On précisera de plus la
position de la courbe par rapport a I’asymptote.

[0=)0== YOS Q0SS QRO QLU QU JL=) QLU= U= LU= U= U= S QU= =) Q=) =) =4
Le numérateur de la fonction f est de degré 2 et celui de son dénominateur
est de degré 1, donc la courbe ¢y admet une asymptote en +oo et en —oo.

Pour déterminer cette asymptote, il faut changer la forme de f(x). Il faut dé-
terminer les coefficient a, b et ¢ tel que :

(o

f(x):ax+b+x+1

Il y a deux méthode pour déterminer ces coefficients.
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6.3 ASYMPTOTE OBLIQUE 13

e méthode : par identification

On réduit la deuxiéme forme au méme dénominateur puis on identifie a la
premiére forme.

(ax+b)(x+1)+c
x+1

axZ4+ax+bx+b+c
x+1

ax®>+ (a+b)x+b+c
x+1

flx) =

Par identification, on obtient le systéme suivant :

On obtient ainsi : f(x) —2x_5_|_L
' N x+1

2° méthode : par division euelidiesve

On effectue une division en base x. On a alors :

2x2 —3x+1 | x+1 On a alors :
—2x% — 2x 2x —5 6
0x? —5x + 1 f(x) =2x -5+ ——
5% +5 x+1
Ox+6

Montrons maitenant que la droite d’équation y = 2x — 5 est asymptote a la
courbe de f en +co et —oco. On calcule :

6
—(2x—5) =
flx) - (2x=5) = — =
im x+1= 400 doncpar quotient lim 6 _ 0
x—+00 B parq x—=+oo x +1 B
lim x+1= —oco doncparquotient lim = 0.Onadonc:
X——00 x——o0 X +

lim [f(x)—(2x—=5)]=0 et lim [f(x)—(2x—5)] =0

X—+00 X——00

La droite d’équation y = 2x — 5 est donc asymptote a la courbe de f en +oc et
—0Q.

Déterminons le signe de f(x) — (2x —5) = pour connaitre la position

x+1
de I'asymptote par rapport a la courbe. Le signe de

x+1estdu51gnedex+1
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14 7 ETUDE D’UNE FONCTION

X —00 -1 +o0

x+1 — 0 +

On en déduit que la courbe est au dessus de I'asymptote en +co et en dessous
en —oo. On obtient la courbe suivante :

o~

20+

w
=]
.Ip'
[N

-20 4

-25

7 Etude d'uve fonetion

) Plan d'étude

Pour étudier une fonction, on sera amener a étudier les différente rubriques
suivantes.

> Détermination de I’ensemble de définition de la fonction D Iz
o> Parité de la fonction. Ensemble d’étude.

> Calcul des limites aux bornes de I’ensemble de définition ou de I’ensemble
d’étude. Asymptotes éventuelles.

> Calcul de la dérivée de la fonction. Ensemble de validité de la dérivée.

> Signe de la dérivée et tableau de variation.
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7.2 UNE FONCTION TRES CLASSIQUE 15

> Asymptote oblique et position de la courbe.(éventuellement changement
de forme de la fonction faisant apparaitre 'asymptote).

> Point ou axe de symétrie éventuel.
> Calcul éventuel de I'équation d"une tangente en un point d’abscisse a.

> Tragage de la courbe avec les asymptotes, les tangentes horizontales et le
point ou I’axe de symétrie éventuel.

.2 Owve fonction trés QlAss;%Je

—x24+2x+5

Etude de la fonction f définie par f(x) = T2

= L’ensemble de définition est Df = R — {—1}
> La fonction n’est ni paire ni impaire.
> Etude des limites aux bornes de 1’ensemble de définition.
1) En l'infini
2

. . —X .
lim f(x)= lim — = lim —-x= —oc0
x—r400 x—+4o0 2Xx x—r+00

On en déduit de méme que : 1_i>m f(x) =400
X— —00

2) Limiteen 1

xlinjl —x*+2x+5=2) Par quotient, on a
. o + 1. =
lim 2x+2=0 Jlim f(x) = +oo
=] x>—1
) - li —
lim 2x+2=0 Jlim f(x) = —eo
x<—1 ) ¥<-1

on en déduit une asymptote verticale d’équation x = 1.

> Calcul de la dérivée : la fonction f est dérivable sur son ensemble de défi-
nition

(—2x +2)(2x +2) — 2(—x% +2x +5)

fi(x) =

(2x +2)2
—4x% —4x 4+ 4x +442x% —4x — 10
- (2x +2)2
—2x2 —4x—6

(2x +2)2

> Le signe de f'(x) est du signe de —2x? —4x — 6

Racinede —2x2 —4x —6: A =16—48 = —32 comme A < 0 la dérivée
est toujours négative sur Dy.
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16 7 ETUDE D’UNE FONCTION

On obtient le tableau de variation suivant :

X —00 1 “+00

f'(x) - -

f(x) \\\\\\\ \\\\\\\

—o0 — 0

> Comme le degré du numérateur est supérieur de 1 a celui du dénomina-
teur, il y a une asymptote oblique. Changeons la forme de la fonction f
pour déterminer cette asymptote (soit par identification ou division eucli-
dienne). par exemle par identification, on a :

c

= b
flx) =ax+b+ 5=
_ 2ax? 4 2ax+42bx+2b+c
B 2x 42
_ 2ax?4+2(a+Db)x+2b+c
B 2x +2
On trouve alors :
1
2a =-1 i=-5
2@+b)=2 & 3
2b+c=5 2
c=2
. 1 3 1
On obtient alors : f(x) = —5% + 5 + 1
On calcule la quantité : f(x) — L —i—% = ——. En passant a la limite
a ' 2" 72) Txyr P :

on trouve facilement que :

lim LI 0" et lim L _ 0~
x—+oo x +1 x—>—co x +1
A : s 1,3 X
On en déduit que la droite A d’équation y = —5 + 5 est asymptote a la

courbe ¢ en +o0 et en —o0. De plus en +o0, ¢ est au dessus de A et en
—oo en dessous.

> En tracant 1’allure de la courbe, on peut conjecturer que l'intersection des
asymptote I(—1;2) est centre de symétrie. Démontrons cette conjecture. On
fait le changement de variable suivant :

X=x+1 x=X-1
Y=y-2 7 YY=fx) -2
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7.2 UNE FONCTION TRES CLASSIQUE

17

On pose Y = g(X), on a alors :

g(X) =

—(X-1)24+2(X-1)4+5

-2

Montrons que la fonction g est impaire :

(—X)?+2 X2 +2

SN ="k T X

2(X —1)+2
—X?2 42X —-142X—-2+5-4X
2X
—X24+2
2X

—g(X)

La fonction ¢ est impaire donc I est centre de symétrie de la courbe %.

> Calculons les tangente a la courbe ¢ aux points d’abscisses —2 et 0.

1) Enx = —2,0ona

2) Enx=0,ona:

y=f(-2)(x+2)+ f(-2)

= —g(x—i—Z)—Fg
_ 3.3
2 2
y=f(0)x+f
3 5
= —§x+§

> A l'aide de ces deux points et ces deux tangentes, des deux asymptotes, on
peut ainsi avoir un tracé assez précis de la courbe %.
On obtient ainsi la courbe ¢, les asymptotes et les deux tangentes :
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77

0.2 Uve fonction borvée

2x
X241

Ftude de la fonction f définie par : f(x) =

o ['ensemble de définition est R car le dénominateur est la somme de deux
carrés dont un non nul.

> Parité de la fonction :

0= g = g = /)

La fonction f est impaire donc la courbe ¢ est symétrique par rapport a
l'origine. On étudiera la fonction sur R ..

o Limite en 400

) . 2x . 2
Jm flx) = lim 5= lim —=0
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> La fonction f est dérivable sur R.On a:

, 2(x® +1) — 2x(2x)

Fo) =
_2x% 42— 4x?
B
 2(x—=1)(x+1)
- (x2+1)2

L’axe des abscisses est donc asymptote a la courbe ¢

> Lesigne de f/(x) estle signe du triméme —2(x — 1) (x + 1) et s’annule pour

x = 1oux = —1. On obtient le tableau de variation suivant :
X o |—oo —1 1 +oo
f'(x) - A
0 1
£(x) \ / \
-1

La fonction f est doncbornée : Vx € R, —1 < f(x) <1

= On trace la courbe ¢ avec les tangentes horizontales.

~—

0.5 S~

T~/

7.4 Fouction et poivt d'inflexion

3

Ftude de la fonction f définie par : f(x) = xJ—C|— 1

= L’ensemble de définition est Dy = R — {—1}
> La fonction n’est ni paire ni impaire.
> Etude des limites aux bornes de I’ensemble de définition.
1) En l'infini
3

lim f(x) = lim — = lim x*> = 4o
X—+00 x—+o0o X X—+00

On en déduit de méme que : 1_i>m f(x) = 400
X— —00
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2) Limiteen 1

. 3 3\
x11>r£11 x?=-1 Par quotient, on a
. _ 0+ li X) = —o0
xlin—ll x+1=0 xl}rr_llf( )
] x>—1
. _a lim f(x) = +o0
xlin_llx+1_0 ’Hflf( =
x<—1 ) ¥<-1

on en déduit une asymptote verticale d’équation x = 1.

> Calcul de la dérivée : la fonction f est dérivable sur son ensemble de défi-
nition
3x2(x +1) — x°
fllay = P
(x+1)
_ ¥*(2x+3)
(x4 1)2

= Le signe de f/(x) est du signe de 2x + 3 et la dérivée s’annule en —g et0

On obtient le tableau de variation suivant :

—+o0 —+00
o | S,
4

On observe que la dérivée s’annule mais ne change pas de signe en 0.
La courbe admet alors un point d’inflexion, c’est a dire qu’en ce point la
courbe change de concavité.

> La courbe n’admet pas d’asymptote oblique. Elle admet un brancha para-
bolique par rapport a I'axe des ordonnées.

> Equation de la tangente au point d’abscisse 2. On a alors :

y=f2)(x-2)+f(2)

28 8
= (x—2)+ =
g (¥ —2)+3
_28 3
9" 9

= On trace alors 6%, 'asymptote, les tangentes horizontales et la tangente en
x = 2. On obtient alors :
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/
/

Courbe convexe

(dirigée vers le hant) ~_|

\
-l 44
5 4 3 1 0 1 2 3 4 5
[/
-2
/ \ Courbe concave
-4/ (dirigée vers le bas)
/-s
V
’
/ 8
W
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