EXERCICES DERNIERE IMPRESSION LE 6 ao(t 2019 a 19:30

Ca fonetion exPoueutielle.

Opération sur la fonction exponentielle

Exercice 1

Simplifier les écritures suivantes :

1) (€)% 2) et 3) e+e” 4) e
ex+2 eX
e3x efey (e—3X)2e5X
- 6) — & 7
) erxe ) o Kar=
EXERCICE 2

Fonctions hyperboliques
On définit les fonction ch et sh, respectivement sinus ehossiyperbolique, sSUk par

ef+eX ef—e*¥

ch(x) = et sh§) =

1) a) Démontrer qugch(x)]? — [sh(x)]? = 1.
b) A quelle formule trigonométrique cette relation faiteeécho ?
2) Démontrer que ch@ = 2[ch(x)]? - 1 etque sh(8) = 2ch(X) x sh(x).

Remargue : On retrouve également des relations similaire en trigortioené

Equations et inéquations

EXERCICE 3
Résoudre danR les équations suivantes :

X _ X2+3 _ A7 X _ _
1) ex=1 2) 3 =g 3) 2= 4) ¢ =¢?
5) el = ox 6) € = (3>  7) & =2 8) e —e2=0
9) e +2e-3=0 on pourra poserX = e
EXERCICE 4
Résoudre darnR les inéquations suivantes :
21 2) (€3 < end 1
1) &< 5 3) &<
4) @ -1 >e -1 5) & < &

6) Montrer que : &*+€&*—4=(e*-1)(3e*+4).
En déduire le signe dee3 + € — 4 en fonction dex.
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Dérivées et étude d’une fonction

EXERCICE 5

Déterminer les dérivées puis en déduire les variationsategibns suivantes :
1 e-1

— (x2 _ == =
1) f(x) = (x* — 2x)e* 2) f(x) XeX 3) f(x) Tl
e
4) f(x) = —— =X - 2(x—
) f(X) . 5) f(X) = xc—2(x-1)e
EXERCICE 6
2e* -3

f la f [ ofini : f(x) =
est la fonction définie suk par : f(X) =11

1) Calculerf’(x) puis étudier les variations de
2) Montrer que : ¥xe R, -3 < f(X) < 2.
3) Déterminer I'équation de la tangente (T) au point d’afsei0.

4) On admet que les droitaset d’ d’équations respectivesy = -3 et y = 2 sont
asymptotes &t en—oo et +oo.
Tracer les asymptoteketd’, la tangente (T) pui¥’.

Fonction eY

EXERCICE 7
Déterminer les dérivées puis en déduire les variationsategibns suivantes :

1) f(x) =e>* 2) f(x) = (2x - 3)e2*
2 1
3) f(x) = xe& 3 4) f(x) = xex
EXERcICE 8
A
La courbe%; représente une fonctioh définie S
SurR par: f(x) = (ax+ b)e™. B

ou aetb sont deux réels.

1) ¢t passe par les points AR;0) et B(0; 2).
Déterminera etb.

\ 4

0
2) En déduire les coordonnées du sommet S. /

ExERrcicE 9
f est la fonction définie suk par : f(x) = e .

1) Calculerf(—x). Que peut-on conclure pot; ?
2) Calculer la dérivée dé puis dresser le tableau de variationfdsurR.

3) Tracer la courb& pourx € [-2 ; 2] dans un repére orthonormal.
Unité graphique : 2 cm sur les deux axes.
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Exercice 10
Plant de mais
Partie 1

On étudie I'évolution de la hauteur d’un plant de mais entionadu temps. Le graphique
ci-dessous représente cette évolution. La hauteur est #agmt le temps en jours.

a
ouh(t) désigne la hauteur du plant, en metiestb des réel positifs dtle temps en jours.

On décide de modéliser cette croissance par la fonttauntype : h(t) =

Initialement, le plant mesure O m et sa hauteur tend vers une hauteur limite de 2 m.
Déterminera et b pour que la fonctiorh corresponde a la croissance du plant de mais
étudié.

Partie 2

On considére désormais que la croissance du plant de malereste par la fonctiorh

définie sur [0; 250] par :f(t) = ———o—5ex

1) Déterminerf’(t) en fonction de.
En déduire les variations de la fonctidrsur I'intervalle [0; 250].

2) A l'aide d’'un algorithme, donner, au jour prés, le tempsassaire pour que le plant
de mais atteigne une hauteur supérieurgsan.

3) On s’intéresse a la vitesse de croissance du plant de giE®st donnée par la fonc-
tion dérivée de la fonctioff.
La vitesse de croissance est maximale pour une valeiyr de

En utilisant le graphique donné ci-dessous, déterminervaleur approchée dg.
Estimer alors la hauteur du plant.

hauteur (en métres)

2,0

16

10

0.8 +

04 +

02 +
tempst (en jours)

160 180 200 220

20 40 60 80 100 120 140
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Exercice 11
Chainette

Une chaine, suspendue entre deux points d’accroche de naérteeihpeut étre modélisée
par la représentation d’une fonctigrdéfinie sur £1 ; 1] par :

1
g(x) = a (e +e®) aveca>0
On montre en sciences physiques que, pour que cette chalmeaension minimale aux
extrémités, il faut que le réelsoit une solution strictement positive de I'équation
(E): (x-1)¢*-1-x=0

Dans la suite, on définit sur [0+co[ la fonction f par: f(x) = (x— 1) -1-Xx

1) Déterminer la fonction dérivée de la fonctiébn Préciserf’(0) et f/(1).
2) On notef” la fonction dérivée dd’.
a) Vérifier que, pour tout réed > 0, f”(x) = 4xe*.
b) Que peut-on dire sur la monotonie de la fonctfdsur [0 ;+oo[ ?
En déduire que I'équatioff (X) = 0 admet un unique solutiansur [0 ; 1].
c) Ecrire un algorithme permettant un encadrement del 02,

3) a) Déterminer le sens de variation de la foncticsur I'intervalle [0 ; 2], puis dresser
le tableau de variation de la fonctidn

b) En déduire que sur l'intervalle [0 ; 2], la fonctioh s’annule pour une unique
valeur. Si I'on notea cette valeur, déterminer a I'aide de la calculatrice lawadke
a arrondie au centieme.

c) Tracer lafonctiomsur [-1; 1] avec cette valeur approchéeadgur la calculatrice.

Atténuation

ExEercice 12

Dans une usine, un four cuit des céramiques a la tempéraur®do °C.

A la fin de la cuisson, il est éteint et il refroidit.

On s’intéresse a la phase de refroidissement du four, quitdétes l'instant ou il est
éteint. La température du four est exprimée en degré Cefsis (

La porte du four peut étre ouverte sans risque pour les cremidés que sa température
est inférieure a 70° C. Sinon les céramiques peuvent se fisgaie se casser.

On notet le temps, en heure, écoulé depuis I'instant ou le four a étatét
La température du four (en degré Celsius) a I'instaast donnée par la fonctiondéfinie,
pour tout nombre rédlpositif, par :
t
f(t) =ae 5 +b, ouaetbsontdeux nombres réels.

- . , 1
On admet qud vérifie la relation suivante f'(t) + gf(t) =4,

1) Détermineia etb sachant qu’initialement, la température du four est de 1°G00

2) Etudier les variations dé sur [0 ;+co].
Vers quelle valeur tend la fonctiohpour un temps trés long ?

3) Alaide de la calculatrice, déterminer au bout de combigseures le four peut-il étre
ouvert sans risque pour les céramiques ? On se justifiera.
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Exercice 13
Le modéle de Malthus

Il existe de nombreux modeles mathématiques permettatoidebé la croissance d’'une
population. Le terme population est utilisé ici au sens lesparge : il peut s’agir d’'une
population d’humains, d’animaux, de plantes, de personniegtées par un virus, etc.
Dans cet exercice on traitera du modele le plus simple : leéteode Malthus.

On considére que les ressources de la population étudiéeiliontées. On fait alors
I'hypothese que I'accroissement de la population d’'uneéena I'autre est proportionnel
a l'effectif de cette population.

Partie A : Le modele discret

Pour tout entier naturel, on appelleP, I'effectif de la population a I'année
D’apres I'hypothése sur I'accroissement de la populaii@xiste un réek > -1, dépen-
dant des taux de mortalité et de natalité telle que, poumeu : P,,; — P, = k P,.

1) a) Justifier que la suitd>() ainsi définie est géométrique.

b) En déduire I'expression d&, en fonction den, dek et de la population initial®,.
2) Indiguer le sens de variation de la sui®)(en fonction de la valeur de
3) On suppose que la population initiale est de 1 000 inds/etiquek = 0, 1.

a) Déterminer la population au bout de 10 ans.

b) Déterminer le nombre d’années nécessaires pour que lagtiom double.

Partie B : Le modeéle continu

On appelle désormak(t) I'effectif de la population a I'instarite [0 ; +oo].
On suppose que la fonctidhest dérivable et positive sur l'intervalle [@-¢o[.
D’aprés I'hypothése sur I'accroissement de la populail@xiste un réek > 0 telle que :

Yt e [0;+oof, P'(t) =k P(t).
1) Montrer que la fonctiort — PyeX! répond au probléme.
2) Quel est le sens de variation Besuivant les valeurs de
3) On se place dans le cas &u= 0, 1 et d’une population initiale de 1 000 individus.
a) Calculer la population au bout de 10 ans et comparer cdéenau modeéle discret.

b) On appelle temps de doublement le tem@al bout duquel la population a doublé
par rapport a la population initiale. A I'aide d’un programisur votre calculatrice
déterminer une valeur approchée a%de A.

Pour aller plus loin

Exercice 14
Datation au carbone 14

Désintégration atomique : 3I(t) est le nombre de noyaux d’'un corps radioactif présent
a l'instantt (t en années), la variatiorN\qt) de ce nombre pendant la duré&gjoar désin-
tégration) est proportionnelleM(t). On a alors :

N’(t) = —AN(t) avec 1>0

1) En vous inspirant de I'exercice précédant, proposer Mpeession déN(t) répondant
au probleme. On appellely le nombre de noyaux initial.
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2) Pour résoudre I'équatiore® = a aveca > 0, on utilise la fonction réciproque de la
fonction exponentielle appelée logarithme népérien eienbit. Ainsi :

=a o a=Inb

La demi-vie ou période de désintégration est le temps tggtéu bout duqueN(t) a
diminué de moitié. Détermineggs en fonction del.

3) Le carbone 14 est renouvelé constamment chez les étargviVA leur mort, celui-ci
se désintegre avec une demi-vie de 5 730 ans.

Siun fragment d’os contient 71 % de sa quantité initiale dbar@e 14, quel age a-t-il ?

EXERcICE 15
Décharge d’'un condensateur

Un condensateur est un réservoir de charges électriquestditnchargé, il conserve sa
charge électrique. Si on le relie a une résistance, il seaigeh
La tension électrique au borne d’'un condensatgwast proportionnelle a sa charge

Onaalors: uc(t) = g ou C est la capacité du condensateur.

L'intensité électrique(t) en fonction du temps est définie pari(t) = %

uc()+Uur(t) =0 & Ur(t) =—-uc(t) i?t)

De laloid’Ohm: ug (t) = Ri (t):R% ona: —C R
, ~1ldg 1 1

Us (t) = Ca R—CUR(t) = —R—CUC(t)

1) Envous inspirant de I'exercice précédant, proposer ypeession delc (t) répondant
au probléme. On appellera E la tension aux bornes du corntgensel'instant initial.

2) Alinstant initial, la tension aux bornes du condensatiei0,2 F est de 3 V.

Au bout d’'une seconde la tension aux bornes du condensaéstiptus que de 1,1 V.
Calculer la valeur de la résistance R. On donnera une valevoeipie a 1.

3) On admet que le condensateur est déchargé lorsque laneénses bornes est inférieur
a 0,01 V. Déterminer le temps nécessaire pour que le condemsait déchargé.

Remargue : On admettra que la fonction In est croissantelsur
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