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1 Fonction numérique

1.1 Introduction

Pour le néophyte ou « I’homme de la rue », la notion de fonction n’est pas toujours
facile a saisir. Elle fait appel & de nombreux domaines des mathématique : théorie des
ensemble, équation, inéquation, géomatrie, . . .

Le mot fonction pour « ’homme de la rue » a plusieurs sens, le sens qui se rapproche
le plus de la définition mathématique est la locultion « étre fonction de » qui signifie
« dépendre de ». En mathématique une fonction fait appel a deux quantités dont 1’'une
dépend de I’autre par une relation que 1’on appelle « fonction ».

Une fonction est donc une relation qui existe entre deux quantités, telle
que la variation de la premiere entraine une variation correspondante de la
seconde

NicoLas CHUQUET mathématicien francgais(1445 - 1488)

Dans la théorie moderne une fonction est une relation entre deux ensemble A (en-
semble de départ) et B (ensemble d’arrivé) qui a un élement x de I’ensemble de départ
associe un unique élément y de I’ensemble d’arrivé. Cet élement y est donc « fonction
de » x que I’on note alors y = f(x). Cette relation particuliere, car a un élement x, elle fait
correspondre un et un seul élément y, est aussi appelé en mathématique « application ».
Application et fonction sont donc deux synomymes en mathématique, et leur emploi n’est
alors qu’affaire de goft.

1.2 Définition

Définition 1 On appelle fonction numérique, une relation qui a un réel x, appelé
variable, associe un et un seul réel y. On note alors : y = f(x). Cela se traduit, en
symbole, par :

f:R—R « f est définie de R dans R »

x— y= f(x) «a x on associe y tel que y est égal a f de x »

On dit alors que :
y est ’'image de x par la fonction f
X est un antécédent de y par la fonction f.

Il y a une différence entre f qui est une relation et f(x) qui est
e un réel. Par abus de langage, on confond parfois les deux, car
‘}&W une fonction est souvent définie par son image. Il est important

cependant, dans un premier temps de ne pas confondre f et

f(x).
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1.2 DEFINITION 3

La facon la plus simple de définir une fonction est de définir
I’image de la variable x de facon explicite :

1. f(x) = 3x + 4 qui est une fonction affine

2. g(x) = 3x* + 2x — 3 qui est une fonction du second degré

2x -5
\e$ 3. h(x) = ;+ 3 qui est une fonction homographique.

e : : o :
On remarquera que la fonction 4 n’est pas définie sur R car si

x = =3 la fonction & n’a pas d’image. La fonction 4 est définie
sur R — {-3}

On peut aussi définir une fonction par une propriété :
soit la fonction f définie sur R qui a un réel x associe sa partie
enticre.

Toute les courbes ne représentent pas une fonction car une valeur de x ne peut avoir
qu’une seule image y. Voici une courbe qui n’est pas une fonction. En effet un x donné
est en relation avec 3 images :

Yo
Y4
|
l >
O
Xy

courbe ne représentant pas une fonction : image non unique

Par contre pour une image y, il peut y avoir éventuellement plusieurs antécédents
comme le montre la représentation de la fonction suivante :

A

—
/ X, (@) Xy X3

Courbe représentant une fonction : image unique avec antécédents multiples
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1.3 COMMENT CALCULER UNE IMAGE ? 4

1.3 Comment calculer une image ?

Voici quelques exemples pour calculer une image. Reprenons les fonctions f, g et &
définies précedement :

2x-5
x+3

fx)=3x+4 ; gx)=3x+2x-3 ; hkx) =

Si I’on cherche I’image de 2 et —1 par la fonction f, on remplace x par les valeurs
considérées :

f2)=32)+4=6+4=10 on a donc f2)=10
fD=3-D+4=-3+4=1 on a donc f=H=1

Calculons maintenant les images de 4 et —2 par la fonction g.

g(4) =34)? +2(4)-3=3(16)+8-3 =53 on a donc g(4) =53
g(=2)=3(-2>+2(-2)-3=34)-4-3=5 on a donc g(-2)=5

Enfin, calculons les images de 3 et O par la fonction &

2(3) — - 1 1

h(3) = (33135 = 665 :6 on a donc h(3):8
_200-5 -5 )
h(0) = 0r3 -3 on a donc h(0) = 3

1.4 Représentation graphique

Définition 2 La représentation graphique d’une fonction est I’ensemble des points
M de coordonnées (x ; f(x)) lorsque x varie sur R.
Cette représentation s’appelle la courbe représentative de la fonction f notée Cy

axe des ordonnées

vA

® wi---4n O

! I
| axe des abscisses
x' o -
X\ X
yl
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1.4 REPRESENTATION GRAPHIQUE 5

=> [’axe horizontal (x'Ox) s’appelle 1’axe des abscisses !
=> [’axe vertical y' Oy s’appelle 1’axe des ordonnées >

Nous travaillerons dans un repere (O, 7, j)

*¢ orthonormal? : Deux axes de méme unité perpendiculaires. Ce repére est utilisé
lorsque x et y ont le méme ordre de grandeur.

=¢ orthogonal * : Deux axes perpendiculaires ayant des unités différentes sur les deux
axes. Ce repere est utilisé lorsque x et y ont des ordres de grandeur différent. C’est
souvent le cas dans des cas concrets.

Le repere est partagé en 4 zones : les cadrans 1, 2, 3, 4 sont indiqués sur le repere
ci-dessus.

Pour déterminer un point de la courbe, il faut donc connaitre une image. Pour tracer la
courbe, un ordinateur ou une calculatrice graphique calcule un grand nombre d’images.
Il relie ensuite les points en les lissant. Cependant si la variation de la fonction est tres
grande, il peut parfois donner une image de la courbe erronée. De plus, il trace la courbe
dans un systeme d’unités qui lui permet de placer tous les points mais qui peut entrai-
ner une mauvaise vision de la courbe. Il est donc nécessaire d’étudier la courbe pour en
connaitre les propriétés et les endroits remarquables.

Reprenons les exemples de fonctions :

2x-13
x+3

fx)=3x+4 ; gx)=3x"+2x-3 ; hkx) =

On sait que f(2) = 10 et f(—1) = 1 donc la courbe C; passe par
” \e les points de coordonnées (2 ; 10) et (-1 ; 1).
€
¥ On sait que g(4) = 53 et g(=2) = 5 donc la courbe C, passe par
les points de coordonnées (4 ; 53) et (=2; 5).

1 5
On sait que h(3) = 3 et h(0) = 3 donc la courbe C), passe par

3

1 5
les points de coordonnées (3 ; 6) et (O ; ——).

Il est important de retenir qu'une fonction est une facon de traduire en algebre une
relation qui existe entre deux nombres et que cette traduction peut se visualiser dans un
repere, c’est a dire que 1’on traduire en géométrie par une courbe, comme une courbe
peut se traduire en algebre par une fonction. Ce « va et vient » entre algebre et géométrie

1. Ce mot est emprunté au latin moderne abscissa (linea) qui signifie "ligne coupée” du latin abscissus,
participe passé de abscidere (i.e. "couper"), de ab () et de caedere (ciseau). Il semblerait que ce soit Leibniz
qui, le premier, en 1692, introduisit ce mot (ainsi que les 2 autres mais sur ce point, les avis divergent puisque
certains dictionnaires étymologiques attribuent la premiére utilisation de "ordonnée" a B. Pascal.). Newton
utilise abscisse en 1686.

2. Ordonnée est attesté en 1639 pour désigner la coordonnée verticale servant a définir la position d’un
point. Peut-étre parce que la droite était déja percue comme un ensemble ordonné. Ordonnée semblerait &tre
issue d’un texte de Descartes qui parlait de droites "menées d’une maniere ordonnée" ainsi que de "lignes
droites appliquées par ordre" (ordinatim applicatae) depuis la "ligne coupée" (linea abscissa, c’est-a-dire
I’axe des abscisses). Le mot ordonnée est utilisé par Pascal en 1658.

3. Normal : du latin norma, regle, équerre en prenant le sens d’équerre.En toute logique, le mot ortho-
normal est donc un pléonasme (et incorrect puisqu’un mélange d’une racine grecque et d’une racine latine).
Il vaudrait mieux parler d’un repere orthonormé.

4. Orthogonal : du grec ortho, droit et gonia, angle.
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permet d’avoir une compréhension intuitive d’une fonction. Cependant, une courbe et
une fonction sont deux objets différents. La branche des mathématiques qui traite des
fonctions s’appelle 1’ananlyse.

2 Résolution graphique

2.1 Un exemple

On donne la courbe C/ représentant la fonction f définie sur I'intervalle [-2 ; 2, 5]

5

A partir de la courbe, on peut répondre 2 plusieurs types de questions : variation de
la fonction f, résolution d’équations, résolution d’inéquation, signe d’une fonction ... La
résolution ne peut qu’étre approchée et ne peut avoir que la précision du graphique. Ce
mode de résolution est plus proche des sciences expérimentales que des mathématiques
ou I’on recherche plutot des résolutions exactes. Cependant ce type d’exercice a pour but
de se familiariser avec la relation entre la représentation graphique et les propriétés d’une
fonction.

2.1.1 Variation d’une fonction a partir de sa représentation

Lorsqu’on étudie les variations d’une fonction f, on cherche a savoir sur quels inter-
valles la fonction est croissante et décroissante.
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2.1 UN EXEMPLE 7

Définition 3 Une fonction f est croissante sur un intervalle I si et seulement si x et
f(x) varient dans le méme sens, c’est a dire :

Vxi€l, Vx, el telque x> x;, ona f(x1)> f(x)

Une fonction f est décroissante sur I si et seulement si x et f(x) varie dans le sens
contraire, c’est a dire :

Vxi€l, Vx, el telque x1>x;, ona f(x1)<f(x)

On dit qu'une fonction croissante ne change pas la relation

e d’ordre car si x; > x, alors f(x;) > f(x,).
e

On dit qu’une fonction décroissante inverse la relation d’ordre
car si x; > xp alors f(x1) < f(x).

Revenons a notre fonction, on a donc :

On remplit généralement un tableau de variation pour présenter les résultats de la
variation d’une fonction. Sur notre fonction on a donc :

X -2 -1 1 2,5

0 ~ 6,1

w oSN S
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2.1 UN EXEMPLE 8

2.1.2 Résolution d’équations

Regle 1 Résoudre I’équation f(x) = a revient a déterminer tous les antécédents du
réel a. Pour résoudre graphiquement cette équation :

1. on trace la droite horizontale y = a

2. on recherche les points d’intersection de la droite horizontale avec la courbe
de la fonction f

3. on détermine les abscisses de ces points d’intersection qui sont les solutions
de I’équation

Revenons a notre fonction f.
Résoudre graphiquement avec la précision que permet le graphique les équations :

f=-2 et f(x)=0

1. f(x)=-2.
On trouve trois points d’intersection I, I, et I5 entre la courbe Cy et la droite y = —2.
On reporte les abscisses des trois points. On trouve alors trois solutions (on prend
les valeurs approchées).
S={-1,7;0; 1,7}

2. f(x)=0
La droite y = 0 n’est autre que la droite des abscisses. Il y a cette fois 2 points
d’intersection J; et J,. On trouve alors deux solutions.

S=1{-1;2}

PAUL MILAN 12 décembre 2011 LMA SECONDE



2.1 UN EXEMPLE 9

2.1.3 Résolution d’inéquations

Regle 2 Pour résoudre les inéquations f(x) > a ou f(x) > a, on trace la droite
horizontale y = a. Les solutions sont les abscisses des points qui sont au dessus de
la droite et éventuellement sur celle-ci.

Pour résoudre les inéquations f(x) < a ou f(x) < a, on trace la droite horizontale
y = a. Les solutions sont les abscisses des points qui sont en dessous de la droite et
éventuellement sur celle-ci.

Revenons a notre fonction f.
1. Résoudre graphiquement avec la précision que permet le graphique I’'inéquation :
f(x) > -2

On trace la droite y = —2. On prend alors les abscisses des points qui sont au dessus et
sur cette droite. Deux intervalles sont possibles :

A

-~
1
'

]

On trouve alors comme solutions :

S=[-1,7;0] U [1,7; 2,5]

2. Résoudre graphiquement avec la précision que permet le graphique I’'inéquation :
f(x) <0

Les abscisses des points qui sont au dessous et sur la droite des abscisses sont solutions.
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10

~m

-2

On trouve comme solution :

S =[-2; 2]

Si I’on avait eu a résoudre f(x) < 0, les points sur la droite des
abcisses ne sont plus solution. Il faut donc enlever les nombres
—1 et 2. La solution sera donc :

e S=[-2; -1[u]-1;2[
g
Pour I’inéquation f(x) > 0, on trouve I’intervalle [2 ; 2, 5] au-
quel il faut rajouter le nombre —1. On obtient donc comme so-
lution :
S={-1} U[2;25]

3. Déterminer le signe de la fonction f suivant les valeurs de x

Il s’agit de savoir quand f(x) est positif, négatif ou nul. On présente, en général, les
résultats sous forme d’un tableau de signe. D’apres la question précédente, on trouve
alors :

X -2 -1 2 2,5

J(x) - 0 — 0 +

3 La fonction linéaire

La fonction linéaire est la plus simple des fonctions car elle traduit tout simplement le
caractere proportionnel de deux quantités.
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3.1 LA PROPORTIONNALITE 11

3.1 La proportionnalité

Avant d’étudier la proportionnalité, il est bon de rappeler ce qu’est la proportionnalité.

Définition 4 Deux nombre x| et x, sont proportionnels respectivement aux nombres
Y1 et y, si leurs rapports sont égaux, c’est a dire que :

y_Y
X1 X2

=k k est le coefficient de proportionnalité

k est parfois appelé coefficient multiplicateur car pour connaitre y, ou y, a partir de
X1 ou X, on effectue une multiplication

yi =k X x4 et yo =k X xp

Les exemples concréts sont nombreux.

*¢ La distance parcourue est propotionnelle a la vitesse :
d=nt.

*¢ Dans un circuit électrique la tension est proportionnelle a

I’intensité du courant (loi d’Ohm) : U = RT

Le poids d’un objet est propotionnel a sa masse : P = mg

Dans une société la répartition du bénéfice est proportion-

nelle a la part de chaque actionnaire.

=& En copropriété, les charges a payer sont proportionnelles a
la surface habitée.

=& Le prix de n objets identiques est proportionnel au prix d’un
objet.

> etc...

acs :
e

3.2 Résolution

Probleme : Une voiture consomme 22 litres pour 275 km, sachant que sa consomma-
tion est proportionnelle au nombre de km parcourus, combien consomme-t-ell pour 200
km.

Plusieurs méthodes sont possibles pour résoudre ce probleme.

3.2.1 Retour a I’unité : regle de trois

Pour 275 km, on consomme 22 litres,

22
pour 1 km, on consomme 275 fois moins soit 75 litres,

22
pour 200 km, on consomme 200 fois plus soit 775 % 200 = 16 litres

Réponse : La voiture consomme 16 litres pour 200 km.

3.2.2 Retour a un diviseur commun

Lorsque cela est possible, on cherche un diviseur commun entre deux valeurs d’une
quantité. Ici 275 et 200 ont comme diviseur commun 25. Au lieu de revenir a I’unité, on
revient au dénominateur commun :

PAUL MILAN 12 décembre 2011 LMA SECONDE



3.3 DE£FINITION 12

Pour 275 km, on consomme 22 litres, comme 275 = 11 x 25

22
pour 25 km, on consomme 11 fois moins soit 11 = 2 litres, comme 200 = 8 X 25

pour 200 km, on consomme 8 fois plus soit 2 X 8 = 16 litres

Réponse : La voiture consomme 16 litres pour 200 km.

3.2.3 Tableau de proportionnalité

Cette méthode est basée sur le produit en croix, c’est a dire, en appelant x la quantité
cherchée, que :

275 200 200 x 22
_ = X=
2 x 275

Généralement, on remplit le tableau suivant : 22725 220

Pour trouver x il suffit de multiplier la diagonale dont les quantités sont connus (22 x 200)
et diviser par la derniere quantité connue (275).

Deux méthodes sont encore possibles, mais il faut auparavant étudier la fonction li-
néaire.

3.3 Définition

Définition 5 Une fonction linéaire est une fonction définie de R dans R qui a chaque
réel x associe un réel f(x) tel que f(x) = ax.

f:R—R

x — f(x) =ax

Le coefficient a s appelle le coefficient directeur.

Pour définir une fonction linéaire, il suffit de connaitre le coef-
ficient a. Soit f une fonction telle que f(x) = 2x

Reprenons I’exemple de la voiture qui consomme 22 litres pour

\eS 275 km. Appelons x la distance parcourue et f(x) la consom-
e mation.
) . 275 X
On peut remplir le tableau suivant : RN
22x
O 1 =—=0,08
n a alors f(x) 75 X

Pour déterminer une fonction linéaire, il suffit de connaitre une
o \\o2 image. Dans I’exemple de notre voiture, on a f(275) = 22
W Si I’on veut la consommation pour 200 km, il suffit de calculer

f(200) = 0,08 x 200 = 16.
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3.4 REPRESENTATION D’ UNE FONCTION LINEAIRE 13

3.4 Représentation d’une fonction linéaire

Propriété 1 La représentation d’une fonction linéaire est une droite qui passe par
I’origine du repére (f(0) = 0).

Pour tracer une droite, il suffit de connaitre deux points. Comme nous savons que
cette droite passe par [’origine, il nous suffit de connaitre un seul point qui corres-
pond alors a une image de la fonction.

Dans I’exemple de notre voiture, nous avons f(275) = 22, donc la droite représentant
la fonction f passe par le point A(275 ; 22). Nous pouvons ainsi tracer la représentation
de la fonction f. En cherchant le point B de la droite d’abscisse 200, nous retrouvons la
solution de notre probleme.

24_‘
22 I R R R
20| |
18| |
B I
16 | :
14] |
12 !
i I
10| I
8] |
|
& !
4] |
I
2 |
A
O =I T T T l T >
50 0 50 100 150 200 250 300
2] T
275
-4
3.5 Propriétés du coefficient directeur
Représentons les fonctions linéaire suivantes :
1
fi(x) =3x fx) = x S3(x) = i
Ja(x) = -2x f5(x) = —x Jo(x) =

_gx

Pour tracer chaque fonction, il faut déterminer un point :

¢ Pour fi(x) = 3x,
on calcule par exemple f;(2) =3 X2 =6,
donc la droite (D) représentant f; passe par le point A(2 ; 6)
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3.5 PROPRIETES DU COEFFICIENT DIRECTEUR 14

Pour f5(x) = x,
on calcule par exemple f>(3) = 3,
donc la droite (D,) représentant f> passe par le point B(3 ; 3)

1
Pour f5(x) = ZX’

1
on calcule par exemple f3(8) = 1 X 8 =2,
donc la droite (D;) représentant f; passe par le point C(8 ; 2)
Pour fi(x) = —2x,
on calcule par exemple f4(2) = =2 X2 = -4,
donc la droite (D,) représentant f; passe par le point D(2 ; —4)

Pour f5(x) = —x,
on calcule par exemple f5(-3) = —(-3) =3,
donc la droite (Ds) représentant fs passe par le point E(-3 ; 3)

1
Pour fg(x) = —gx,

1
on calcule par exemple fo(—6) = -3 X (—6) =2,
donc la droite (Dg) représentant fg passe par le point F'(—6 ; 2)

La représentation des six fonctions donne :

A
6_______A (D1)
1
5 :
1
| {
Jo ) (02)
1
E o\ ' s| :___B
i
: | ) V4 c
=TT RN AZE T L= !
| I 1 ]
| I 1] 1 (D:_*) I
! . \ i o
X I \ 1 I
T T T } T T — =I : T T T T = >
6 5 -4 3 1 B 2 3 4 5 6 7 8

(Dg)

Au vue de ces représentations graphique, on constate que :

1. Lorsque le coeflicient a est positif, c’est a dire pour les représentations (D), (D) et

(D3), les droites sont situées dans les cadrans 1 et 3. Les fonctions fi, f> et f5 sont
donc croissantes.
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3.6 PROPRIETES 15

2. Lorsque le coefficient a est négatif, c’est a dire pour les représentations (Dy), (Ds)
et (D), les droites sont situées dans les cadrans 2 et 4. Les fonctions f, fs et fg sont
donc décroissantes.

3. Plus la valeur absolue du coefficient a est grande, plus la droite est verticale. En
effet, de (D3) a (D) les droites sont de plus en plus verticales, leurs coefficients

1
directeurs passent de 7 pour (D3) a 3 pour (D).

3.6 Propriétés

Définition 6 On appelle taux de variation T de la fonction f entre les quantités x,
et x; la quantité définie par :
_ fOn) = fCa)

X2 — X1

T

Propriété 2 Une fonction linéaire est croissante respectivement décroissante si et
seulement si son coefficient directeur a est positif respectivement négatif.

Démonstration : Pour montrer la croissance d’une fonction, il suffit de montrer qu’elle
conserve la relation d’ordre c’est a dire un taux de variation toujours positif. Pour montrer
la décroissace d’une fonction, il suffit de montrer qu’elle inverse la relation d’ordre c’est
a dire un taux de variation toujours négatif. Montrons que le taux de variation d’une
fonction linéaire est constant.

_f) = fla)  axy—ax;  alx—x;

X2 — X1 X2 — X1 Xy — X1

T

Si a > 0 le taux de variation est toujours positif donc la fonction est croissante.
Si a < 0 le taux de variation est toujours négatif donc la fonction est décroissante.

Regle 3 Si une fonction f est linéaire alors :

Yxi €R, Vx; €R SO+ x2) = f(x) + f(x2)
VxeR, VA1€R F(Ax) = Af(x)

Ces deux propriétés sont appelées propriété additive et multiplicative. Elles caracté-
risent la proportionnalité.
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4 Fonction affine

4.1 Définition

Définition 7 Une fonction affine est une fonction définie de R dans R qui a un réel x
associe la quantité f(x) = ax + b out a et b sont deux réels fixés.

f:R—R
X — f(x)=ax+b

Le coefficient a s’appelle le coefficient directeur.
Le coefficient b s’appelle I’ordonnée a lorigine.

Cas particuliers :
1. Sib =0, la fonction affine f est une fonstion linéaire : f(x) = ax

2. Sia =0, la fonction affine f est une fonction constante : f(x) = b

e

L
pae? *

(]
qen®®

Un chauffeur de taxi pratique les prix suivants :
*¢ 2,50 € la prise en charge
*¢ (0,30 € par km parcouru
Quel est le prix f(x) demandé par le taxi pour une course de x
km ?

f(x)=0,30x+ 2,50
Une voiture possede un réservoir de 54 litres et consomme 6
litres pour 100 km. Au départ le réservoir est plein. La voiture
parcours x km. Quel est le nombre de litres g(x) restant dans le
réservoir ?
Comme la voiture consomme 6 I pour 100 km, elle consomme
0,06 1 pour 1 km et donc 0, 06x 1 pour x km, donc :

g(x) = —-0,06x + 54

Dans une fonction affine ce n’est pas f(x) qui est proportionnel
a x mais sa variation.

4.2 Comment déterminer une fonction affine ?

Dans une fonction affine, nous avons besoin de deux informations pour déterminer les

coeflicients a et b.

4.2.1 On donne

deux images

Regle 4 Soit f une fonction affine telle que f(x) = ax+ b. Si on connait deux images
telle que y, = f(x1) et y, = f(x), alorson a :

Y2—=)1
a =
X2 — X1

et b = f(x1) —ax

PAUL MILAN
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4.2 COMMENT DETERMINER UNE FONCTION AFFINE ? 17

Déterminer la fonction affine f telle que :
f(=2)=-4 et f(1)=5
On calcule le coefficient directeur :

-2 _S5-(4H _9 _
e =TTy T 12 30

On calcule I’ordonnée a I’origine :
b=f(1)-3x1=5-3=2

La fonction affine recherchée a pour expression : f(x) = 3x+2.

Démonstration :  Siy; = f(x;) et y, = f(x) alors on peut écrire :
yi=ax +b et y2=ax,+b

Calculons la quantité y, — y; :

Yo —y1 =ax; + b — (ax; + b)

=axy+b—-—ax;—-b

=a(x; — x1)
On a donc bien :
Y2 =1
a =
X2 — X1

De y; = ax; + b on en déduit que :

b=y —ax = f(x) —ax

4.2.2 On donne la représentation graphique

Soit le représentation (D) d’une fonction affine f :
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Y2 =1
Xz—xl'

On sait que le coefficient directeur a =

Il correspond donc a une différence d’ordonnées Ay sur une différence d’abscisses Ax
entre deux points de la droite correspondante a la représentation de la fonction f. Sur le
graphique, on peut donc répérer deux points A et B et trouver ainsi a :

Ay  différence d’ordonnées

Ax différence d’abscisses

Pour déterminer I’ordonnée a I’origine b, il suffit de lire I’ordonnée du point d’intersection
entre la droite et I’axe des ordonnées :

b = ordonnée du point d’intersection entre la droite et I’axe des ordonnées

Dans I’exemple ci-dessus, on trouve donc :
3
f(x) = Ex +2

4.3 Représentation d’une fonction affine

Propriété 3 La représentation d’une fonction affine est une droite mais qui ne passe
pas nécessairement par l’origine si b # 0. Pour tracer cette droite, nous avons besoin
de deux points qui correspondent a deux images.

Cas particuliers

Si b = 0 la droite passe par I’origine (fonction linéaire).

Si a = 0 la droite est horizontale (fonction constante)

Représenter les fonction f, g et h définies par :

fx)=2x-3 g(x):%x+4 ; h(x):—%x—Z

Le choix des images pour tracer la droite est arbitraire. Cependant, ce choix doit tenir
compte de I’échelle de repere que 1’on choisit, ainsi que de la précision du tracer de cette
droite. Pour ces deux raisons, dans la mesure du possible on calculera I’'image de 0O, car
elle est facile a calculer et correspond a I’ordonnée a 1’ origine et 1’on choisira la deuxieéme
image de facon a obtenir un point qui n’est pas trop proche du premier de fagon a obtenir
un bon tracé de la droite.

Calculons deux images pour les fonctions f, g et h.

1. Pour f: f(0O)=-3 et f(3)=2%x3-3=3.

Donc la représentation de la fonction f passe par les points A(0 ; —3) et B(3 ; 3).
2. Pourg:g(0)=4 et g(-4) = % X(—4)+4 =2

Donc la représentation de la fonction g passe par les points C(0 ; 4) et D(—4 ; 2).
3. Pour i: h(0) = -2 et h(4) = —% X4 —-2=-4,

Donc la représentation de la fonction £ passe par les points E(0 ; —2) et F(4 ; —4).

On tracer ensuite les fonction f, g et h.
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4.4 Propriété du coefficient directeur

Propriété 4 Le taux d’accroissement d’une fonction affine est égale au coefficient

directeur. On a donc

o> Une fonction affine est croissante respectivement décroissante si et seulement si
le coefficient directeur « a » est positif respectivement négatif.

o& La représentation de deux fonctions affines sont paralléles si et seulement si leurs
coefficients directeurs sont égaux.

4.5 Fonction affine définie par morceaux

Définition 8 Une fonction affine peut changer d’expression suivant l’intervalle dans
lequel se situe la variable x. On dit alors que la fonction est définie par morceaux.

Soit la fonction f définie sur R telle que :
fxX)=x+1 Si x€]—o00; 2]

‘o f(x)=—-x+5 Si x€[2; +oo

@,;e‘“ Pour calculer I’'image de —3 on prendra la premiere expression
car -3 €] — oo ; 2[, pour I'image de 4 on prendra la deuxieme
car4d € [2; +ool.

f(-3)==3+1=-2 et f@)=-4+5=1

Lorsque I’on calcule I'image de 2, on doit prendre la deuxieme expression f(2) =
-2 + 5 = 3, cependant lorsque I’on utilise la premiere expression f(2) = 2 + 1 = 3,
on trouve le méme résultat. On dit alors que la fonction f est continue en x = 2, il n’y
aura donc pas de « cassure » dans la représentation de la fonction f. Comme la fonction
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f, continue en x = 2, possede deux expressions et sa représentation graphique sera deux
demi-droites. 1l sera alors nécessaire de déterminer au moins trois points pour tracer la
représentation de la fonction f.

¢ Comme f(—3) = —2 la représentation de la fonction f passe par A(-3; —2)

¢ Comme f(2) = 3 la représentation de la fonction f passe par B(2 ; 3)

> Comme f(4) = 1 la représentation de la fonction f passe par C(4 ; 1)

On obtient alors la représentation suivante :

5 Optimisation et autres application des fonctions affines

5.1 Optimisation

Une agence de voiture propose deux types de contrat de location d’une voiture pour
une journée.

& Contrat N°I : 30 € de forfait et 0,40 € par km

o> Contrat N°2 : 57 € de forfait et 0,25 € par km
Pour x km parcourus, le prix a payer est f(x) pour le premier contrat et g(x) pour le
second.

1. Donner les expressions de f(x) et g(x).

2. Construire dans un méme repere les représentations de f et g pour les valeurs de x
comprise entre 0 et 500 km.

3. Indiquer, en utilisant le graphque, le type de contrat le plus avantageux suivant le
nombre de km parcourus.

4. Retrouver ces résultats par le calcul.

0= 0= 0= 0= 0= QLU= S J0="J1 = >g0=>0=>J00=) =" 0= QU0 JI0= JU0=) J0=) =

1. Les expressions des fonctions sont immédiates, on a :

f(x) =30+0,40x et g(x)=57+0,25x
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2. Pour représenter les fonction f et g, il faut déterminer deux images pour chacune
des fonctions. Comme la variable a une amplitude donnée (entre 0 et 500km), il est
intéressant, pour la précision du graphique de prendre les image de 0 et 500. On
peut représenter les résultats dans un tableau.

X 0 500
fx) | 30 f(500) =30+ 0,4 x 500 = 230
glx) | 57 g(500) = 57 + 0,25 x 500 = 182

La représentation de f passe donc par les points A(0 ; 30) et B(500 ; 230).
La représentation de g passe donc par les points C(0 ; 57) et D(500 ; 182).

Il reste a déterminer les unités graphiques. Comme x varie entre 0 et 500, et y entre
0 et 230 on peut prendre :

sur les abscisses : 1cm = 100 km et sur les ordonnées : 0, 5cm = 20 €.

A

240 |

230 = o m e et e m e -

220 |

200
182 :Qﬁ_ __________________________________

160 |
140 |

120 |

100 |- - - L o4

80 |

60 |

40 |

00 | 0

o
T

|
100 | T'zoo ' '300 | 400 | 500

180

3. Si I’on veut déterminer le contrat le plus avantageux suivant le nombre de km par-
courus, le prix doit €tre le plus petit possible. On cherche donc, sur la représentation
des deux fonctions, les segments les plus bas possible. Les deux droites se coupent
en un point /. En / le prix des deux contrats sont identiques. Cela correspond a 180

km. On a donc :

*¢ Si I’on parcourt moins de 180 km, le contrat N°1 est plus avantageux.
=¢ SiI’on parcourt plus de 180 km, le contrat N°2 est plus avantageux.
*¢ SiI’on parcourt 180 km les deux contrats sont équivalent.

PAUL MILAN
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4. Retrouvons ces résultats par le calcul :
Pour déterminer 1’abscisse du point I, il faut résoudre I’équation :

Jf(x) = g)
30+0,40x = 57 +0,25x
0,40x - 0,25x = 57 =30
0, 15x =27
27

= =180
0,15

X

Pour connaitre le contrat le plus avantageux, il faut déterminer le signe de la quantité
f(x) — g(x). Si cette quantité est positive, le contrat N°1 est plus avantageux, si elle
est négative le contrat N°2 est plus avantageux.

30 + 0,40x - 57 - 0,25x
-27+0,15x

J(x) —g)

Cette quantité s’annule pour x = 180, on peut alors remplir un tableau de signes :

x 0 180 500

27+0,15x + 0 —

On retrouve alors les résultats de la solution graphique.

On peut créer une nouvelle fonction A, définie sur [0 ; 500], qui
a un nombre x de km parcourus associe le tarif le plus avanta-
geux. Il s’agit d’une fonction affine définie par morceaux :

M h()=30+0,40x  si xe[0; 180]
h(x)=5T+0,25¢  si xe[180; 500]

On a représenté cette fonction en pointillé rouge sur le gra-
phique.

5.2 Autre application : conversion d’unité

En France 'unité usuelle de température est le degré Celsius qui est noté °C. Dans
certain pays anglo-saxon, comme les Etats-Unis, ['unité usuelle est le degré Fahrenheit
qui est noté °F. Tous les frangais en visite a Los Angeles ont éprouvé un certain malaise
en écoutant la météo annoncée une température de 90° pour le lendemain. 1l s’agit bien
évidement de degré Fahrenheit. Réduisons ce malaise en convertissant les degrés Celsius
en degré Fahrenheit a I’aide d’une fonction affine. Il faut bien évidement deux informa-
tions pour déterminer cette fonction. Les changements d’états de I’eau — servant de base
a la définition du degré Celsius — permettent la conversion :

& Quand ’eau gele (0°C) un californien pense 32°F.

*¢ Quand ’eau boiit (100°C) le californien pense 212°F.

1. Déduire de ces renseignements [’expression de f(x) ou f est la fonction qui a une
temprérature x exprimée en degré Celsius associe la température f(x) exprimée en
degré Fahrenheit.

2. Représenter la fonction f pour une température comprise entre 0 et 50°C.
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3. Utilser ce graphique pour répondre aux questions suivantes :
*> Lorsqu’a Los Angeles le thermomeétre indique 90°F, est-ce une température canu-
culaire ?
o> Un médecin américain s’inquiéte-t-il quand le thermometre d’un malade indique
100°F ?
o> A quelle température dans sa chambre d’hotel, un touriste frangais a Los Angeles
doit-il s’attendre ?

4. Retrouver ces résultats par le calcul.

5. Peut-on trouver une température qui s’exprime par le méme nombre en ° C et ° F ?

0= 0= Q0= Q0= 0= QLU= 0= J1V="J1=>qi0=>JH0=)J0=) Q0= 0= QU= J= JLU=)J =) J =)

1. D’apres les états de I’eau, on a :
f(0) =32 et f(100) =212
Comme f est une fonction affine, elle est du type f(x) = ax + b, on a alors :
~212-32 180
100-0 100

La fonction f a donc pour expression :

f(x)=1,8x+32

=1,8 et b =32 ordonnée a l’origine

2. Pour représenter la fonction f pour x € [0 ; 50], on détermine les images extrémes
f(0) = 32 donc la représentation passe par le point A(. ; 32).
f(50) = 1,8 x50 + 32 = 122 donc la représentation passe par le point B(50 ; 122).

On prendra comme unité :

¢ 2cm = 10°C sur I’axe des abscisses
¢ |cm = 10° F sur I’axe des ordonnées
On obtient alors :

130 |
120 == 7 m = mmmm e m o mm e m o m oo
110
100

90

80 |

64 "]

50 |

40 |

1
1

1

1

1

1

:

1

304 A :
1

1

1

1

1

1

1

1

1

)\

f

.

Y
0

-
T T T -

< 35F_40 45 50 55
3 38

T T -

0o '5 |o 5 10 '15T'2o o5 13
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3. =& Graphiquement, une température de 90° F correspond a une température d’environ

de 32° C. Une température de 90° F est tout a fait habituelle a Los Angeles.

=¢ Graphiquement, une température de 100° F correspond a une température d’envi-
ron de 38° C. Un medecin s’inquiete donc nullement lorsque la température d’un
malade est de 100" F.

*> On peut prendre comme température d’une chambre d’hotel climatisée 18° C. Gra-
phiquement, on trouve alors 64° F. Un touriste frangais s’attend a avoir une tempé-
rature de 64°F dans sa chambre d’hotel.

4. Pour retrouver ces résultats par le calcul il faut résoudre :
*¢ Pour une température de 90° F

f(x) =90
1,8x+32 =90
1,8x=90-32
58
x:R soit x=~32,2
= Pour une temprature de 100° F
f(x) =100
1,8x+32 =100
1,8x =100 - 32
68
x:m soit x =~37,8

Cette température du corps a servi de référence pour définir le 100°F
=¢ Pour une température de 18°C,

£(18) = 1,8 x 18 + 32
=32,4+32
= 64,4

5. Si une température s’exprime par la méme nombre en °C et °F, alors on a :

fx)=x
1,8x+32 =x
1,8x—x=-32
0,8x=-32
32
= - = —40
*770.8

Une température de —40° peut étre aussi bien des °C que des °F.
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