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1 DEFINITION ET THEOREME

1 Définition et théoréme

1.1 Définition

Defivition | = Un vecteur i est un objet mathématique qui se définit par :

> Une direction (pente d"une droite, mais pas une orientation)
> Un sens (orientation : la fleche)
= Une norme : longueur du vecteur notéé : |||

EaMM‘%)& :
o> [l faut faire la différence entre la direction et le sens du vecteur car dans le
langage courant les deux mots sont synonyme.

> Un vecteur n’a pas de point d’application. On peut donc le placer ot1 I'on
veut dans le plan euclidien. En cela il se différentie de la force en physique
qui elle a un point d’application. Cependant, il y a bien un rapport tres
étroit entre la symbolisation d’une force en physique et le vecteur en ma-
thématique.

Droite support du vecteur

direction du vecteur

> Ces « segments munis d'une fleche » représentent le méme vecteur ii. On
dit que le vecteur i est la classe d’équivalence de toutes ces représentations

> Pour fixer un représentant particulier du vecteur i/, on peut prendre deux
—

points A et B du plan. On note alors ce représentant: AB .

—
> Par abus de langage, on confond le représentant AB et le vecteur ii. On
—

aalors: i = AB . On peut donc noter un vecteur avec une seule lettre
(minuscule) ou avec deux lettres (majuscule car point).
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1.2 EGALITE ENTRE DEUX VECTEURS

La fleche sur les points A et B est indispensable car, sans fleche, il s’agit
de la distance entre les points A et B qui n’est autre que la norme du vecteur.

|AB || = AB

1.2 Egalité entre deux vecteurs

o— — oy — p— .
Théoreme | : Deux vecteurs it = AB et 7 = CD sont égaux, si, et

seulement si le quadrilatere ABDC est un parallélogramme.

— —
AB =CD & ABDC est un parallélogramme

Deémonstration : Un vecteur contient deux informations : une longueur et
une direction. Si deux vecteurs sont égaux, alors le quadrilatere ABDC possede
deux cotés de méme longueur et parallele, ce qui est la définition d"un parallélo-
gramme.

Remargue : On peut donc associer un parallélogramme a l'égalité de deux
vecteurs, ce qui simplifie la démonstration pour prouver qu'un quadrilatére est
en parallélogramme.

2 Addition de deux vecteurs

Nete : Le but avec un nouvel outil mathématique est de pouvoir manier
facilement celui-ci. D’ou I'idée de créer des opérations avec les vecteurs. L'addi-
tion de deux vecteurs reprend 1'idée en physique de la résultante de deux forces
de direction différentes. Cette opération est connue sous le nom de « relation de
Chasles » (mathématicien du XIX€ siecle.

2.1 Larelation de Chasles

Propriete | : Relation de Chasles

. ﬁ — . .
Soit deux vecteurs u et ¥ dont les représentants sont AB et BC , on définit
—
’addition des deux vecteurs u et @ par la relation :
—

AB +BC =AC dou #+9=AC

On a alors le schéma suivant :

- >
utv
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2 ADDITION DE DEUX VECTEURS

Cette opération est toujours possible, car I'on peut toujours déplacer le
deuxieme vecteur 7 pour qu’il commence a la fin du premier .

Cette addition de deux vecteurs ne s’applique pas a la norme, en effet :

—

I+ 3] £ |fil] +1181] mais ||+ 3] < [[] + |17

Remarque : Cette opération est tres efficace en géométrie, car I'on peut dé-
composer un vecteur quelconque en deux vecteurs plus intéressant. Par exemple,
on peut écrire quelque soit les points E, F et G :

— _— —
EF =EG +GF

La seule contrainte est donc de commencer le deuxiéme vecteur par la fin du
premier.

2.2 Somme de deux vecteurs de méme origine

Cette configuration se produit lorsqu’on cherche a trouver la résultante de
deux forces. L'idée pour additionner deux vecteurs de méme origine est la confi-
guration du parallelogramme. On a:

—_ —_
Deémonstration : Si ABDC est un parallélogramme, alors AC = BD ,on a
donc :

ii+7=AB + AC = AB +BD = AD
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2.3 PROPRIETES DE L’ADDITION DE DEUX VECTEURS

2.3 Propriétés de I’addition de deux vecteurs

Propriete 2 : Propriétés de I'addition de deux vecteurs.

On retrouve les mémes propriétés dans 1’addition de deux vecteurs que dans
I'addition de deux nombres.

1) L'addition de deux vecteurs est commutative :
U+7=7+1u
2) L’addition de trois vecteurs est associative :
U+ +w=u+ (F+@)=uU+T+@
-

3) L'addition de deux vecteurs possede un élément neutre : 0

4) Tout vecteur i possede un opposé, noté —ii

Remargue :
> La premiere propriété permet de changer 'ordre dans lequel on effectue
l’addition.

> La deuxieme propriété signilie que lorsque 1’on cherche a additionner deux
vecteurs, on peut d’abord additionner les deux premiers, puis additionner
ce résultat au troisieme ou additionner les deux dernier puis additionner
ce résultat au premier. Voici un exemple de cette propriété :

> Le vecteur nul vient du fait que si I’on applique la relation de Chasles a :

AB +BA = AA

On décide alors d’appeler un vecteur de longueur nulle par le vecteur nul
—
noté: 0 .

— — —

> la derniere propriété vient de AB + BA = 0 , on décide de noter :
— —_
BA = —AB

Donc quand on inverse les lettres d'un vecteur on change de signe.
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2 ADDITION DE DEUX VECTEURS

2.4 Exemples d’application

1) Simplifier les écritures suivantes en utilisant la relation de Chasles.
a) i =AB +BC +CA
b) 4= AB — AC +BC —BA
<) @=MA —MB — AB

2) Démontrer que pour tous points A, A, Bet C:

OA — OB + AC =BC

3) ABCD est un parallélogramme et M un point quelconque. Démontrer que :

_)
MA —MB +MC —MD =0
=== == M= M= = = 0= == 0= = N = 0= N = =3

1) a) On applique la relation de Chasles avec les deux premiers vecteurs puis
avec le résultat et le dernier vecteur.

ii=AB +BC +CA

b) On enleve les signes — en inversant les lettres du vecteur, puis on change
l'ordre des vecteurs pour pouvoir utiliser la relation de Chasles :

7=AB —AC +BC —BA
=AB +CA +BC +AB
= AB +BC +CA + AB
—_—  —
= AC +CB

—

= AB

¢) Méme procédé, puis on regroupe les vecteurs identiques

w=MA —MB — AB
= MA +BM +BA
= BM + MA + BA
—_— —
= BA + BA
—
=2AB
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2) On part du terme de gauche pour arriver au terme de droite.

OA — OB + AC =0A +BO + AC
= BO +0A + AC

_— —

= BA + AC

—

= BC

3) On peut faire un figure :

L

On part du terme de gauche, pour arriver au terme de droite :

MA —MB +MC —MD =MA +BM + MC +DM
= BM +MA +DM + MC

—_— —

= BA +DC

_—  —

Comme ABCD est un parallélogramme : DC = AB

3 Multiplication d’un vecteur par un scalaire

Nete : Le terme « scalaire » est employé pour désigner un nombre par oppo-
sition au mot vecteur.
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3 MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN SCALAIRE

3.1 Définition

Defivition 2 : Soit un vecteur i et un réel k.
On définit le produit k i du scalaire k par le vecteur i par :

© Sik >0 k ii ala méme direction et méme sens que i et sa longueur est
multiplier par k. On a alors :

|kl = k||

o Sik<0 k ii a la méme direction et un sens contraire a i/ et sa longueur
est multiplier par —k. On a alors :

k]| = —k |||

%
© Sik=0 onaalors: 0i#i=0

On a ainsi les vecteurs suivants :

Quand k esyt positif, il ne joue que sur la longueur du vecteur. Quand k
est négatif, il joue sur la longueur et sur le sens.

3.2 Exercices d’application

3.2.1 Exercicel

Les point A, B C, D et E sont définis sur la droite graduée ci-dessous. Dans
chaque cas, trouver le nombre réel k tel que v = ki

— —

1) 5=AB et il=AE

—_— —

AB et AE sont de sens contraire. Donc k < 0. Comme AB = 6 et AE =2,
ona:k=-3.

—

U= —3i
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3.2 EXERCICES D’APPLICATION

— —

2) 5=AD et il=AE

— —
AD et AE sont de méme sens. Donc k > 0. Comme AD = 5et AE = 2,

5
k= —.
ona 5

<y

I
NGl

=l

— —
EC et AB sont de méme sens. Donc k > 0. Comme EC = 6 et AB = 6,
ona:k=1.

=1

— —
CD et AB sont de sens contraire. Donc k < 0. Comme CD =9 et AB = 6,

3
k= —-.
ona >
U= —Eﬁ
2
3.2.2 Exercice 2
ABC est un triang]e.
1) Placer le point D et E tels que :
— — — 1—
CD =2AB et CE = _EAB

— —
2) Trouver le nombre k tel que: DE =k AB

0= 0= Q0= JOSI0S) QLS 0SS QS HLS US) JL0=) 3105 JS) 0SS S S JL0=) 0=

On a la figure suivante :

—
A Comme les deux vecteurs CD et
— —
CE s’expriment a l'aide de AB, on
it trace la droite (AB) et on repporte les
. E distances.
& DE = DC + CE relation de Chasles
_— —
=—-CD +CE
— 1—
= —2AB — §AB
D 5——
= —=-AB
2
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3 MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN SCALAIRE

3.2.3 Exercice 3

ABC est un triang]e.

1) Construire le point D tel que : AD = AB + AC
Prouver que [AD] et [BC| ont méme milieu.

— —
2) Construire le point E tel que : AE = BC
Prouver que C est le milieu de [ED].

3) Les droites (AD) et (BE) se coupent en I. Que représente I pour le triangle
ABC?
1

— 1— — —
Prouver que : Al :§AD et BI =§BE.

0= 0= 0= QOSI0S) SIS 0SS JS LS IS S=1S = 0SS QS S S S =2

1) On a figure suivante :

—
Pour déterminer le point D, comme AD est la somme de deux vecteurs de
méme origine, on trace le parallélogramme ABDC.

Comme ABDC est un parallélogramme, les segments [AD] et [BC] ont
méme milieu O.

2) Pour construire le point C, on trace la parallele a (BC) passant par A. On re-
porte la longueur BC.

— —
Comme ABDC est un parallélogramme, ona: DC = BA

— —
Comme AE = BC , alors ABCE est un parallélogramme. On a alors :
— —
CE =BA

— —

Conclusion: DC = CE , C est donc le milieu de [ED].

3) On sait que les segments [AD] et [BC| ont méme milieu O. Donc (AO) = (AD)
est la médiane issue de A dans le triangle ABC.
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3.3 PROPRIETES DE LA MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE

On sait de plus que ABCE est un parallélogramme, donc les segments [AC]
et [BE] ont méme milieu O’. Donc (BO') est la médiane issue de B dans le
triangle ABC. Comme (BO’) = (BE), (BE) est la médiane issue de B dans le
triangle ABC.

Comme [ est l'intersection de deux médianes du triangle ABC, I est le centre
de gravité du triangle ABC.

Des propriétés du centre de gravité, on en déduit alors que :
—_— 1—

Al =240 =AD" et BI = 2BO’ = lBE
— 3 3 € 3 3

3.3 Propriétés de la multiplication par un scalaire

Propriete 2 : La multiplication d'un vecteur par un scalaire, ob¢it a la
bilinéarité, c’est a dire :
k(i +7 =kii

(k+ k)il = kii

Remargue : Ces deux propriétés permet de développer des expressions vec-
torielles comme des équations numériques. Elles permettent donc de résoudre
des équations vectorielles, c’est a dire permet a la géométrie d’avoir acces a la
performance de l'algebre.

3.4 Exercice d’application

Note : Le but de cet exercice est de placer un point a I'aide d’une relation
vectorielle

A et B sont deux points tels que AB = 6 cm. Placer les points M et N définis
par les relations suivantes :

_— — — — — —
2AM +BM =0 e 2NA —5NB =0

U= 0= 0= 0SS S QIS IS JS S JS S S S S S S S — 0=

Pour placer les points M et N, il faut exprimer les vecteurs AM et AN a
—

I'aide du vecteur AB . Ici, on a privilégié le point A, on aurait pu le faire avec le
point B.

Pour le point M
—_ — —
2AM +BM =0
ﬁ
2AM + (BA +AM )= 0 relation de Chasles

— —

3AM = —BA

—_— 1—
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4 COLINEARITE DE DEUX VECTEURS

Pour le point N

—_— — —
2NA —5NB =0
— —_ — —
2NA —5(NA + AB )= 0 relation de Chasles
2AN —5NA —5AB = —BA
— —
—3NA =5AB
— —
3AN =5AB
— 5—
AN = -AB
3
On obtient alors la figure suivante :
A M B N
—e ® ® ®

4 Colinéarité de deux vecteurs

Nete : On ne parle pas de parallélisme pour des vecteurs car ils n’ont pas de
point d’application mais de colinéarité.

4.1 Définition

Defivition 2 : On dit que les vecteurs i et 7 sont colinéaires si, et seule-

ment si :
JdkeR telque T=ki

Remargue : Cela découle directement de la définition du produit d'un vec-
teur par un scalaire.

4.2 Théorémes

Théoreme 2 : Parallélisme et alignement

> Deux droites (AB) et (CD) sont paralleles si, et seulement si les vecteurs
—_— —_—
AB et CD sont colinéaires c’est a dire que :

— —
JdkeR telque CD =kAB

. . — —
> Les point A, B et C sont alignés si, et seulement si les vecteurs AB et AC

sont colinéaires c’est a dire que :

— —
JdkeR telque AC =kAB

Remargue : Ces deux théorémes sont trés important car ils permettent de
relier le parallélisme et I’alignement a 1’ai de vecteurs.
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4.3 EXERCICES D’APPLICATION

4.3 Exercices d’application

4.3.1 Exercice 1: parallélisme

ABC est un triangle et P le point défini par :
— — —
5AB +4PC =0

Montrer que ABPC est un trapeze.
[0=Xg0=Y 0= 0= QOS5 QUUS SU= = gi=qR0= (=) QLU= QU= QU= QU= =) U= =) =4
Pour montrer que ABPC est un trapeze, il faut montrer que les droites (CP)
— —
et (AB) sont paralleles, c’est a dire que les vecteurs CP et AB sont colinéaires.

— — —
or on sait que : 5AB +4PC = 0

— — —
5AB 4+4PC =0
— —
4PC = —5AB
— —
—4CP = —5AB
— 5—
CP =-AB
4
— —

Les vecteurs CP et AB sont colinéaires, donc les droites (CP) et (AB) sont
paralléles et donc ABPC est un trapeze.

4.3.2 Exercice 2 :1'alignement

ABC est un triangle. M et N sont les points tels que :

— —
AC = -2AM et CN =3AB

1) Placer les point M et N.
2) Montrer que les points B, M et N sont alignés.

0= 0= 0= 0= 0SS QLU= QS Q=) JLUS) SIS SL=) 3105 QU= 0S) QLU= JIUS) QI0S) JL0=) 0=
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4 COLINEARITE DE DEUX VECTEURS

1) Pour placer les point M et N, on utilise :

—

AM = —%AC etCN =3AB

On obtient alors :

2) Pour montrer que les points B, M et N sont alignés, il faut montrer que les
vecteurs BM et BN sont colinéaires. Pour cela, on exprime ces deux vecteurs

— —
a l'aide des vecteurs AB et AC . On a alors:

Pour l'autre vecteur

BM =BA +AM BN =BA +AC +CN
it que AM = —~AC e
or on sait que 2 or on sait que CN = 3AB

1
BM =—-AB —5AC BN = —AB + AC +3AB

—2BM =2AB + AC BN =2AB + AC

— — — —
On obtient alors la relation : BN = —2BM . Les vecteurs BN et BM sont
colinéaires et donc les points M, B et N sont alignés.
4.3.3 Exercice 3
ABC est un triangle et I est le milieu de [AB].
— —
1) a) Contruire le point | telque: A] = —AC.

—

— 1—
b) En déduire que I] = _EAB — AC.
—_— — —
2) Onnote K le point tel que : 2KB +KC = 0 .
— —
a) Exprimer BK en fonction de BC . Placer K.

— 1— 1— — —
b) En déduire que IK = EAB + §AC . Quelle relation lie I] et IK ? Que
peut -on conclure ?

0= 0= Q0= 0= I0S) QLS 0SS QS HLS S J10=) 3105 JS) 0SS 0SS JL0=) 0=
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4.3 EXERCICES D’APPLICATION

1) a) On ala figure suivante :

J

By

B

— 1—
b) On sait que I est le milieu de [AB], doncona: A = _EAB .On a alors :

— — —
I] =1A +A]

—

I =

2) a) On ala relation:

1— —

—=AB — A
> C

—

— —
2KB +KC =0

—
on introduit le point B dans KC

2KB + (KB +BC) =

On place alors le point K.

—
b) Expression de IK :

_>

0
— —
3KB = —BC
— —
KB = —=BC
— —
BK = =-BC

— — —
IK =IB + BK
198 + 15C
—24P T3
—
En introduisant A dans BC
_ 198 LBa £ ac)
2 3
1 1 1
—ZA “BA +ZA
SAB +3BA +2AC
1 1 1
— —AB —ZA A
SAB — 2 AB + 2 AC
198 + Lac
577 T3
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5 GEOMETRIE ANALYTIQUE

— 1— —
Onadonc: —3IK = _EAB — AC.
— — — —
Conclusion:ona: I] = —3IK . Les vecteurs I] et IK sont colinéaires et
donc les points J, I et K sont alignés.

5 Géométrie analytique

Note : Le but le la géométrie analytique est de résoudre numériquement un
probleme de géométrie. Cela suppose la notion de coordonnées et de repere. Le
progres qu’a apporté la géométrie analytique est énorme car il a permit de faire
un « pont » entre I'algebre et la géométrie qui jusque la était deux disciplines bien
séparées.

Depuis I'apparition de I'ordinateur, la géométrie analytique devient indispen-
sable pour visualiser des figures géométriques

5.1 Repere

Pour définir un repere dans le plan, il est nécessaire d’avoir :

> un point origine : O.

> 2 vecteurs non colinéaires 7 et 7. Le couple (7,7) est une «base » du plan,
c’est a dire que ce couple peut engendrer tous les vecteurs du plan.

L'ensemble ( 0; 7; 7) définit un repere du plan.

5.1.1 Repere quelconque

Les vecteurs 7 et 7 ne sont pas nécessairement orthogonaux ni de méme lon-
gueur. On obtient ainsi le repére :
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5.1 REPERE

On peut alors lire les coordonnées des points de A a H.

A(3;—1), B(2;2), C(2;3), D(0;2), E(—1;2), F(2;0), G(—2;0), H(3;—2)

Si on considere un point M de coordonnées (x;y) quelconque, on a alors a
'aide des vecteurs de base 7et |

RSN . .
OM =x7+yj
—
On écrira alors les coordonnées du vecteur OM (x;y)
De méme les on peut lire les coordonnées des vecteurs de 7 a Z
iu(-1,3), 9(-2;-1), @(3;,-2), z(5 -2)
On peut alors traduire les vecteurs de if a Z
i=—-71437, 0=-27—7, w=37-2], Z=57-27

5.1.2 Repere orthogonal et repére orthonormal

Dans un repére orthogonal, les vecteurs 7 et 7 sont perpendiculaires mais la
longueur des vecteurs de base ne sont pas égale.

Dans un repére orthonormal, les vecteurs 7 et 7 sont perpendiculaires et sont
de méme longueur. On pose alors :

=1 et [[jIl =1

On obtient alors ves deux reperes :

I I 'S I I | I | 'S I I I
I I I I I I I I I I
—-————— === = = ——— ———— ————f- —_———————— === = = ——— _——— —————
I I I I I I I I I I
I P (I (I o L I I I I |
I | I i i I I I I I
I I I I I I I I I I
—————— I — e - — - - -———— ———— = i —————f-—-—- -———— ———— -
I I | I I I I I I |
I I I I I I I I I I
B I T QT (. I 1 1 I 1
I I I I I I I I I I
S R —— o _———— | S ———m———— o _———— | -
I I I I | I I I I I
I I I I I I I I I I
I D [ [ QT T r- I 1 1 I 1
I I | I I I I I I |
A —— e e e e — - — - ————— [ H —_———m——— e mm e e = = = = ————— ————
I I I I I I I A I I I
I | - | I | I | - | I |
I I : I i f I I ] I I |
I | J A | I | I | -]O | I |
1 o 1 - 1 1 — L TN
I 1 T =+ I [ i 1 T =+ i [
I I o Fi | I | I I i I I |
ol e Lo i i S e s i = I I I I I
I I I I I I I I I I
chreme s b P e e, T s b b bie
I I | I | I | I I |
I I I I | I I N I I
o it [ Il Fe-s- r- \ | Repére orthonormal |
! I Repére orthogonal ! ‘ I ! ‘ I
I T [ I e i o L S R [ [ e m - — L-
I I I I I I I I I I

e
Nete :On peut écrire les coordonnées (x;y) d’un point M ou de vecteur OM
de plusieurs fagons :

—
Notation matrice ligne: M(x;y) et OM (x;y)

) ) X — [x
Notation matrice colonne: M (y) et OM <y)
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5 GEOMETRIE ANALYTIQUE

5.1.3 Exercices sur un repere quelconque

Placer les points A, B, C, M, N et P dans un repere quelconque tels que

—

—
OA =27+7, OB

—
— —1743j, OC =

37—
— — —
AM =07+2j, BN =-27+07, CP

!

3742

0= 0= 0= 0= I0S) QLS 0SS SOS LS S J10=) 1105 J=)J0S) S10= 0= 0= 0= 0=

!

On reprend le repére quelconque du (5.1.1). On a alors :

5.2 Coordonnées de vecteurs

Théoréeme 3

.
.

Soit deux points A(xa;y4) et B(xp;yg). On a alors les
relations suivantes :

—

1) Les coordonnées du vecteur AB sont :

(XB — XA, YB —yA)

2) Les coordonnées du milieu I du segment [AB] sont :

XB+ XA YBT+ YA
2 ’ 2

3) Dans un repére orthonormal, la longueur AB est égale a :

AB = \/(xB —x4)2+ (yp —ya)?

Exemple : Le plan est muni d'un repére orthonormal. Dans chacun des cas

—
suivants, déterminer les coordonnées du vecteur AB , du milieu I de [AB] et la
distance AB.

PAUL MILAN 2 mai 2010
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5.2 COORDONNEES DE VECTEURS

1) A(1;-5) et B(3;-9) 1.3) . 1
2) A(=3;v2) et B(2;,—v?2) 3)A<2'4) t 3(3’ 5)

0= 0SSN0 QOSH0S) QLS S U= = V=" =1 J00=)JN0=2 0= 0= 0= 0= =) 0= ¥

1) On a en appliquant les formules :

a5 = (k) = (2)
ﬂ

2 2
I = =
—9-5 (—7>

2

AB = /22 4 (—4)2 = V4+ 16 =25

2) On a en appliquant les formules :

- () (3

2-3

1
2 _

=l _varval~ ( 02)
2

AB = /524 (—2v2) = 25+ 8 = V33

3) On a en appliquant les formules :

1 1 1

— (373 %
S Y B R

4 4

1/1 1 5

L §<§+§) 2
YR 17

2 \4 8

1\2 23\ 2 1 529 /4765
AB_\/(‘@) +<_Z> V316 T 1
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5 GEOMETRIE ANALYTIQUE

5.3 Calculs en géométrie analytique

Théoreme 4 : Soit deux vecteurs il(x;y) et 3(x';y')
1) i =7 si,etseulementsi x = x"et Y= y’
2) Les coordonnées de it + dsont: (x+x";y+y)

3) Les coordonnées de kii, aveck € Rsont: (kx;ky)

Exemple : ABC est un triangle, I est le milieu de [BC] et ] le milieu de [AI].
—_—
On choisit le repere (A; AB ; AC ).

1) Calculer les cooridonnées de I et J.

2) Calculer les coordonnées du vecteur i tel que :

7=2JA +]B +2]

0= 0= 0= Q0= 0SS QLU= IS J1U="J1 === J0=) 0= 1 0= Q0= JI0= LU= J=) =

1) Faisons une figure et déterminons les coordonnées de I et J.

On a donc dans ce repere : A(0;0), B(1;0) et C(0;1). On obtient alors :

0+1 1 11 1
2 2 272 1

I = = t = =
140 1| et/ 11 1
2 2 272 1
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5.3 CALCULS EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

2) On calcule le vecteur i a I’aide de la notation matricielle :

—  — —
ii=2JA +]JB +2JC

1\ (1 1
X 4 4 4
=2 2
<y) Y N Y R PO

4 4 4
1\ /3 (.1
. 2 4 2
T T s
2 4 2

NS N

Autre exemple dans un repere orthonormal

Les points A, B et C sont tels que : A(—2; —3), B(5;0) et C(0;7). G est le centre
de gravité du triangle ABC.

1) a) Calculer les coordonnées du milieu I de [BC].
—_— —
b) Quel est le nombre k tel que AG = kAI ?

— —
c) Calculer les coordonnées de Al . En déduire celles de AG puis celles de G.

2) Prouver que GA +GB +GC = 0

0= 0= 0= 0= 0SS QLU= S =" /=== 1J00=)JN0=" 0= JU0=)JO= Q0= Q=) 0=

1) a) Faisons d’abord une figure :

RERTRT [
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5 GEOMETRIE ANALYTIQUE

On trouve alors les coordonnées de [ :

5+0 5
0+7 7
2 2

b) D’apres les propriétés du centre de gravité on a: AG = gAI

—

c) Calculons les coordonnées de Al , AG puis de G.
5 Py 9 9 3
7|2 _ |2 To 22|
Al = 7 4 |13 46 =313 (?)
2 2 2

Si on appelle (x;y) les coordonnées de G, on obtient le systéeme suivant :

x—(—-2)=3 x =1
{ 13 < { 4
V=3

21 5—1 0—1

GA +GB +GC = + -
34 0 2 7 4
3 3 3

—_
L'égalitt : GA +GB +GC = 0  correspond a la définition vectorielle
du centre de gravité d"un triangle. On retrouvera cette égalité en premiere lors

du chapitre sur le barycentre.
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5.4 COLINEARITE EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

5.4 Colinéarité en géométrie analytique

Defivitien 4 : Onappelle déterminant de deux vecteurs iZ(x; y) et 3(x', y')
le nombre noté det(iZ, ¥) tel que :

/
det(il,7) = ; 7= xy' —x'y

On effectue le produit de la 1™ digonale moins le produit de la 2¢

Exemple : On donne ii(3;5) et 7(—2;1). Calculer le déterminant de i/ et 7.

3 -2

det(ii, 7) = ‘5 1

‘:3><1—(—2)><5:3+10=13

Theoreme S : Deuxvecteurs ii(x;y) et 3(x; ) sont colinéaires si, et seule-

ment si :
det(it,7) =0 ou xy' —x'y=0

ExeMPle : Dans chacun des deux cas suivants, dire si les vecteurs i/ et 7 sont
colinéaire :

1) i(10;5) et (—4;2)
2) i(3;—-2) etd(6;—1)

0= 0= N0=) Q0= 0SS QLU= S =" /=== J0=)JN0="20=) 0= JO= Q0= Q0= 0=

1) Calculons le déterminant des vecteur il et ¥ :

10 —4

det(i,7) = ’_5 )

’:10><2—(—4)><(—5):20—20:0

Le déterminant est nul, donc les vecteurs sont colinéaires.

2) Calculons le déterminant des vecteur il et ¥ :

3 6

det(ii,¥) = ‘_2 1

’:3><(—1)—6><(—2):—3+12:9

Le déterminant n’est pas nul, donc les vecteurs ne sont pas colinéaires.

Remargue : Les vecteurs il et U sont colinéaires si leur coordonnées sont
proportionnelles. Parfois le calcul du déterminant ne s'impose pas car le rapport
est immédiat. C’est le cas par exemple de : i/(2;4) et 7(4; 8) oti on observe : ¥ = 2i/
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5 GEOMETRIE ANALYTIQUE

5.5 Exercices d’application
5.5.1 Exercicel
Dans les cas suivants, les point M, N et P sont-il alignés ?
1) M(4-1), N(7;=3), P(=5;5)
2) M(=2;3), N(=3;7), P(-5;14)
3) M ( ;) N(3;—1), P(0;1)

0=/ 0SS N0S) QOSHIOS JUS S =21 =8 0= =1 J80=)JN0= 0= 0= 0= 0= 0SS 0S¥

. . . —> % .
1) Siles point M, N et P sont alignés, alors les vecteurs MN et MP sont coli-
néaires. Calculons alors leur déterminant :

— — 7—4 —~5—4
det(MN ,MP') =| ;""" 5 7 ‘
13 -9
-2 6
—18—18

=0

Le déterminant est nul donc les vecteurs sont colinéaires et donc les points M,
N et P sont alignés.

—

—
2) Si les point M, N et P sont alignés, alors les vecteurs MN et MP sont coli-
néaires. Calculons alors leur déterminant :

—— —— | 342 —5—(-2)
det(MN ,MP) = | " 14_3'
-1 =3
T4 11
= —11+12

=1

Le déterminant n’est pas nul donc les vecteurs ne sont pas colinéaires et donc
les points M, N et P ne sont pas alignés.

—

—
3) Siles point M, N et P sont alignés, alors les vecteurs MN et MP sont coli-
néaires. Calculons alors leur déterminant :
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5.5 EXERCICES D’APPLICATION

3-2 0—-2
_

det(MN,MP): 1 1
1= —-= 1—1( —=
(-3) (3

1 -2

=2 ¢

3 3

Le déterminant est nul donc les vecteurs sont colinéaires et donc les points M,
N et P sont alignés.

5.5.2 Exercice 2

Le repere (O;7;7) est orthonormal. On donne les points suivants :
A(—4;,-1), B(4-2), C(85), D(0;6)

1) a) Démontrer que [AC] et [BD] ont méme milieu.
b) Calculer les distances AB et BC
2) En déduire la nature du quadrilatere ABCD

U= 0= 0= 0SS S QIS JUS JS S S S JS S SuS S S S S 30=

1) a) On appelle I le milieu de [AC] et ] le milieu de [BD]. Calculons les coor-
données de I et |.

—4+8 440
~145 2 246 2
2 2

On a donc I = J. Les segments [AC] et [BD] ont méme milieu.

b) Calculons les distances AB et BC :
AB= /(4 — (—4)2+(-2+1))2 = VI 1 1= V65
BC= /(8 —4)>+ (5+2)2= V16 +49 = V65

Onadonc: AB = BC

2) Le quadrilatere ABCD a ses diogonales qui se coupent en leurs milieu et pos-
séde deux coté consécutifs de méme longueur, donc ABCD est un losange.
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5 GEOMETRIE ANALYTIQUE

5.5.3 Exercice 3

. 3 5 5 51
Placer les points A (—1,5), B (2,2), C (0,2> etD (2,2>

Le but de cet exercice est de trouver les coordonnées du point d’intersection
M des droite (AB) et (CD).

— —
1) a) Calculer les coordonnées de AB et CD

b) Prouver que les droites (AB et (CD) sont sécantes.

— —
2) On appelle k le réel tel que : AM = kAB .
a) Exprimer les coordonnées de M en fonction de k.

—
b) Calculer mes coordonnées de CM en fonction de k.
R . . . . % %
¢) En utilisant la condition de colinéarité entre les vecteurs CM et CD , cal-

culer k.
d) En déduire les coordonnées du point M.

(0= 0= 0= 0= IO0S JUSIOS) JRUS) QLS LS QIS QLS JUS JS SUS JS SIS 0= J0=4

Faisons d’abord une figure :

ek

I
I
I
>
| 1
| I
|
2 | T3\\
| I
- T Tr-=-" - ~
| 1 |
| 1 |

—A-F-=-17---
-

5 5
; 2—(-1) 3 ) 50 2
272 1 1.5 )

2 2

—_— —
b) Si les droites (AB) et (CD) sont sécantes, alors les vecteurs AB et CD ne
sont pas colinéaires. Calculons leurs déterminant :

—_— — 3
det(AB,CD)=| 2|=-6-2=_-2
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5.5 EXERCICES D’APPLICATION

Le déterminant est non nul, les droites (AB et (CD) sont donc sécantes.

N —
2) a) Del’égalité AM = kAB , on en déduit le systeme suivant :

x—(=1) =3k x=3k—-1
3 g 3
—

b) On en déduit alors les coordonnées du vecteurs CM :

. /3k—1-0 3
= (13 78) - (4))
2 2

— —
c) Comme M appartient aussi a la droite (CD) alors les vecteurs CM et CD

sont donc colinéaires. Leur déterminant est nul donc :

—_— —
detCM ,CD =0

5
3k—1 2 1=0
k—1 -2

—6k+2—;x(k—1):0

17 5
_k=_-2_°Z%
2k 2
17 9
k=2
2 2
9
k=—
17

d) On remplace cette valeur dans les coordonnées de M(x;y).

On trouve alors :

9 10
X—3Xﬁ—1—ﬁ
_9 . 3_®

Y=17 72" m;

5.5.4 Exercice 4

ABC est un triangle, P est un point de (AB), Q un point de (BC) et R un
point de (CA) disposés comme sur le dessin. Les graduations sur les droites sont
régulieres. Démontrer que les points P, Q et R sont alignés.
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5 GEOMETRIE ANALYTIQUE

0= 0SS N0S) JOSHIOS) SS 0SS U= 1= 0= Q0= 0SS QS S S S0S U= = =2

—_— —
En I'absence de tout repere, on peut se donner comme repere (A; AB ; AC ).

Pour montrer que les points P, Q et R sont alignés, il faut montrer que les vecteurs
— —

—

points P et R :

—
RP et RQ sont colinéaires. Il faut donc que le déterminant de RP et RQ soit nul.

D’apres les gradualitions du dessin, on obtient comme coordonnées por les

((2-) (i

Pour le point Q, on utilise la relation :

4
AQ = AB +BQ = AB —i—;BC = AB —|—;BA —i—;AC :§AB —i—;AC

4
On obtient alors les coordonnées de Q (;, ;) .

] —_— —
On calcule ensuite les coordonnées des vecteurs RP et RQ

1_0 1 4 4
Rp — | 4 _ |4 @: 7 _17
0+1 1 3+1 16
3 3 7 3 21
— —
On calcule ensuite le déterminant de RP et RQ :
14
det(RP ,R =
PRI 16
3 21
—1><16—4><1
4721 773
_4 4
21 21

—_—  — )
Les vecteurs RP et RQ sont donc colinéaires et donc les points sont alignés.
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