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1 EQUATIONS DE DROITE

1 Equations de droite

1.1 Vecteur directeur d’une droite

Deéfivition | : Soit une droite d définie par deux points A et B. Un vecteur

s
directeur i de la droite d est le vecteur AB .

Remargue : Le vecteur il n’est pas unique, car 2 points quelconques de la
droite définissent un vecteur directeur. Si i/ et ¥ sont deux vecteurs directeurs de
la droite d, alors les vecteurs i/ et ¥ sont colinéaires. On a donc det(iZ, 7) = 0.

Exemple : Soit la droite (AB) définie par :
A(3;,-5) et B(2;3)

—
Le vecteur u = AB est un vecteur directeur de la droite (AB), on alors :
i=(2-3;3-(-5)) =(-1,8)
Théoréme | : Une droite est entierement définie si 1’on connait un point A

et une vecteur directeur ii.

Deémonstration : La démonstration est immédiate car a partir du point A et
—

du vecteur directeur i/, on peut déterminer un autre point B tel que: i = AB

1.2 Equation cartésienne d’une droite

Théoréme 2 : Soit une droite d du plan déterminée par un point A(x4;y4)

et un vecteur directeur i/(—b;a), avec a et b non tous les deux nuls. Un équa-
tion cartésienne de la droite d est du type :

d:ax+by+c=0

\Démauﬂ,tiau : Soit un point M(x;y) un point quelconque de la droite d.
On a alors Aﬁ} et i colinéaires. Donc leur déterminant est nul.

Ona: AM = (x—x4;y—ya) donc:
det(AM ,ii) = 0
X—XA —b
Yy—ya a

I
o

a(x —xa) +b(y—ya) =0

ax +by — (axa+bys) =0
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1.3 EQUATION REDUITE D’UNE DROITE

On posec = — (x4 +ya),onadonc:

ax+by+c=0

Exemple : Soit la droite d définie par les point A(2;3) et ii(—2;1). Déterminer
une équation cartésienne de la droite d.

En posant M(x;y), ona:

(x—2)4+2(y—3)=0
x+2y—2-6=0
x+2y—8=0

Remargue : L'équation cartésienne d'une droite n’est pas unique. On peut
toujours multiplier les coefficients par un facteur k non nul. Par exemple, on peut
trouver pour la droite de I'exemple : —2x —4y +16 = 0 en multipliant par

(—2).

1.3 Equation réduite d’une droite

Defivition 2 :  Soit une droite définie par un point A et un vecteur di-
recteur i(—b;a), avec b # 0 (droite non verticale). On peut alors mettre une
équation cartésienne de la droite d sous la forme :

d:y=mx+p
ou m représente le coefficient directeur de la droite d et p 'ordonnée a 1'ori-
gine.

Cette équation est appelée « équation réduite » de la droite d. Un vecteur
directeur est alors 7(1; m).

Deémonstration : Une équation cartésienne de la droite d est donc du type :
ax+by+c=0

Comme b # 0, on peut diviser cette équation par b, on obtient alors :

%x-l—y-l——:O
—_2,_¢
TR0
a c .
Enposantm:—g etp:—E,onobtlent:
y=mx-+p
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1 EQUATIONS DE DROITE

On peut choisir comme vecteur directeur 7 colinéaire a if en divisant les coor-
données de celui-ci par —b. On obtient alors :

- _ (4.4 __4a . B (1
v—<1, b> comime m o ona: 7= (1;m)

Remargue : lorsque lon peut trouver I'équation réduite de la droite d, celle-ci
est alors la représentation d’une fonction linéaire.

Théeoreme 3 : Soit A(xa;ya) et B(xp;yp) deux points d’une droite d tels
que xg — x4 # 0, on peut alors trouver les coefficients de 1’équation réduite
ded. On aalors:

o YB—Ya

et = — mx
XB— XA p yA A

Deémonstration : Je vous renvoie au chapitre sur les fonctions affines ot ces
relations ont été démontrées.

Exemple : Soit la droite (AB) définie par :
A(—1;4) et B(2;6)

Déterminer 1’équation réduite de la droite d.

On a alors:

1.4 Droites particulieres

Defivitioo 2 : Un droite horizontale (paralléle a 'axe des abscisses) a

comme équation :
Y=

Un droite verticale (parallele a I’axe des ordonnées) a comme équation :

x=2>
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1.5 PARALLELISME DE DEUX DROITES

1.5 Parallélisme de deux droites

Théeoreme 4 : Deux droites de vecteurs directeurs i et 7 ou de coefficients
directeurs m et m’ sont paralléles si, et seulement si :

o Leurs vecteurs directeurs sont colinéaires. On a donc :
det(i,7) =0
> Leurs coefficients directeurs sont égaux. On a alors :

m=m

2 Systéme d’équations linéaires

2.1 Définition

Defivition 4 : Onappelle systéme d’équations linéaires de deux équations

a deux inconnues, le systéme défini par :

ax + by =c
ax+by=c

Exemple : Soit le systeme défini par :

3x—-7y=1
5x +2y =29

(S) est donc un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues.

2.2 Existence de solution

Chaque équation d’un systéme linéaire a deux inconnue (S) est assimilable &
une équation cartésienne d"une droite. On peut donc assimiler le systeme linéaire
de deux équations a l'intersection de deux droites.

Théoreme S : L'existence de solution d’un systéme linéaire de deux équa-

tions a deux inconnues dépend de l'intersection des deux droites (D1) et (D3)
vérifiant chacune 'une des équations du systeme. Trois cas peut alors se pro-
duire :

> Les droites (D7) et (D;) sont sécantes. Il existe alors une unique solution
au systéme : les coordonnées du point d’intersection de (D7) et (D;).

> Les droites (D7) et (D;) sont strictement paralleles. Il n’existe aucune so-
lution au systeme.

> Les droites (D) et (D;) sont confondues. Il existe alors une droite solution
au systeme.
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2 SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES

Les droites composant le systéme sont paralleles si et seulement si leurs vec-
teurs directeurs sont colinéaires. On crée alors un déterminant, noté § défini par :

a a

S ab' —a'b

5=

Les droites sont sécantes si et seulement si le déterminant du systeme J # 0.

Les droites sont paralleles si et seulement si le déterminant du systeme 6 = 0.

/
. . . .c ,cC
= Les droites sont strictement paralléles si — # —
a’ a
/

. . C
= Les droites sont confondues si — = -
a a

2.3 Méthode par addition

Soit le systéme suivant : { r-7y=1 (x=5) (x2)
5x +2y =29 (x3) (x7)

La méthode par addition consiste a multiplier les équations par des coeffi-
cients de facon a éliminer une inconnue par addition des deux équations. Pour
trouver ces coefficients, il suffit de déterminer le PPCM (plus petit commun mul-
tiple). Sil’on veut éliminer x, comme les coefficients devant x sont respectivement
3 et 5, le PPCM est 15, il suffit donc de multiplier la 1% équation par (—5) et la
2¢ équation par 3. Il est a noter ici comme les coefficients devant x sont de méme
signe, et que 1’on veut éliminer x par addition, il est nécessaire de multiplier les
équations par des coefficients de signes contraires. Pour éliminer y, les coefficients
devant y sont respectivement —7 et 2, le PPCM est ici 14. On multiplie alors la 1%
équation par 2 et la 2¢ équation par 7. Ce qui donne :

—15x + 35y = —5 6x — 14y =2
15x + 6y = 87 35x + 14y = 203
Ox + 41y = 82 41x + Oy = 205
82 205

= — =2 = —— =

Y= Y=g 70

Cette méthode est trés efficace, car méme lorsque les coefficients ne sont pas
simples, cela n’entraine pas des fractions ce qui simplifie d’autant les calculs.

2.4 Résolution par substitution

3x—7y=1

Soit le systéme suivant :
S5x +2y =29

La méthode par substitution consiste a exprimer une inconnue en fonction
de l'autre et « substituer » cette inconnue par cette expression dans la seconde
équation.

On isole, par exemple x dans la premiere équation, cela donne :

3x=1+7y
x_1—|—7x
3
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2.5 METHODE DITES PAR COMPARAISON

on remplace x par cette expression dans la seconde équation, cela donne :

5(1+7y)

2 =2
3 + 2y 9

on multiplie par 3

5(1+7y) + 6y = 87
5+ 35y + 6y = 87
35y + 6y = 87 — 5

41y = 82
82

:—:2
Y=

on remplace y = 2 dans I'expression de x

L 147x2 1414

3 3 >

La solution estdonc x =5ety =2

Cette méthode est efficace seulement lorsque les coefficients devant les in-
connues sont simples. Ici elle s’avére tres calculatoire. Voici un systéme ou les
coefficients sont plus simple. La méthode par substitution peut s’avérer un bon
choix

) . _ x+5y=7
Soit le systéme suivant :
3x +4y =10

On isole x dans la premiere équation, cela donne :
x=7-—>5y
on remplace x par cette expression dans la seconde équation, cela donne :

3(7 —5y) +4y =10
21 — 15y + 4y = 10
11y =10—21
—11

- -1
—11

X =

on remplace y = 1 dans I'expression de x
x=7-5x1=2

La solution est donc x =2ety =1

2.5 Méthode dites par comparaison

Lorsque les coefficients devant les inconnues ne sont pas tres compliqués, on
préferera une méthode mixte, c’est a dire que I'on détermine la 1™ inconnue par
addition et la 2¢ inconnue par substitution.
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2 SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES

3x—-7y=1 (x —5)

Soit le systéme suivant :
5x 42y =29 (x3)

Déterminons y par addition et x par substitution.

—15x 435y = —5 On remplace y = 2 dans la 1™ équation
15x + 6y = 87 S3x—7x2=1
Ox + 41y = 82 3x—14=1
82 3x =15
AT 2 x=>5

2.6 Systémes particuliers

On étudiera sur deux esemples les deux cas qui peuvent se poser.

2.6.1 Deux droites strictement paralleles

. . : 4x +6y =5
Soit le systéme suivant :
6x+9y =7
4 6

6 9’:4><9—6><6:O

On calcule le déterminant : § = ‘
Comme le déterminant est nul, les droites associées aux équations sont paral-
leles. Pour savoir si elles sont strictement paralléles ou confondues, on calcule :

4 2 ot c 5 donc  “ c
6 3 7 a "
Les rapports ne sont pas égaux donc les droites sont strictement paralleles et
donc le systeme m’admet pas de solution.

S=9o
2.6.2 Deux droites confondues
. . : dx +6y =06
Soit le systéme suivant :
6x+9y =9
4 6

On calcule le déterminant: 6 = ‘ ’ =4x9-6x6=0

6 9

Comme le déterminant est nul, les droites associées aux équations sont paral-
leles. Pour savoir si elles sont strictement paralleles ou confondues, on calcule :

a_4_2 et c_6_2 donc L =25
6 3 ¢ 9 3 a

Les rapports sont égaux donc les droites sont confondues et donc le systeme
admet une droite solution d’équation: 2x + 3y — 3 = 0 (1™ équation simplifiée)
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2.7 SYSTEME NON LINEAIRE SE RAMENANT A UN SYSTEME LINEAIRE

2.7 Systéme non linéaire se ramenant a un systéme linéaire

. R . 3¢ —y* =3
Soit le systéme suivant : ’ »
x°+2yc =22

Le systéme n’est pas linéaire car les inconues apparaissent au 2¢ degré. Pour
résoudre ce systéeme, on fait un changement de variable de fagon a rendre ce sys-
teme linéaire :

Onpose: X =x%> et Y=y avecX >0etY >0

3X Y =3  (x2)

Le systeme devient : { X+2Y =22 (x1)

On résout alors ce nouveau systéme :

Déterminons X par addition et Y par substitution.

6X—2Y =6 On remplace X = 4 dans la 1* équation
X +2Y =22 oy —3
7X+0Y =28 yY—_9
donc X >0 doncY >0
Onrevienta x ety
Ona: x>=4 et: ¥ =9
donc x =2 ou x = -2 donc y=3 ou y= -3

On a alors 4 couples solution: S = {(—2;3);(—2;—-3);(2;-3);(2;3)}

Sil’on veut une interprétation géométrique, le systeme revient a chercher l'in-
tersection d'une hyperbole (équation 1) et d'une ellipse (équation 2). Cela n’est
évidemment pas au programme :
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