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1. RAPPELS DE GEOMETRIE EUCLIDIENNE

1 Rappels de géométrie euclidienne

1.1 Euclide

Un des premiers pensionnaires du Muséum d’Alexandrie, communauté scienti-
fique ayant pour but de rassembler dans un méme lieu tout le savoir du monde
au troisieme siecle avant notre ere.

Euclide, a travers un ensemble de 13 livres « Les éléments », fait le point sur les
connaissances en géométrie plane, sur la théorie des nombres puis sur la géomé-
trie dans l'espace.

De plus Euclide codifie la démonstration mathématique qui est toujours en usage
aujourd’hui. Elle est basée sur le schéma suivant :

On sait que : hypothéses de I'énoncé, définitions, postulat
Or : propriétés, théoréme
Donc : ce que I'on veut montrer.

Exemple : Soit un triangle ABC rectangle en A. Montrer que les angles BetC
sont complémentaires.

On sait que : ABC est rectangle en A soit A =90
Or la somme des angles dans un triangle vaut 180°
Donc B + C = 90°. Les angles B et C sont complémentaires.

1.2 Eléments du plan

Le plan Euclidien est infini dans les deux dimensions qui le compose. Il n'y a
pas de repere, innovation qui viendra beaucoup plus tard au XVII® siecle avec
Descartes.

a) Le point

Elément du plan qui n’a pas de partie. Il est noté par une majuscule : A, B, C,...
Sil’on veut désigner un point inconnue : M, N, ...

b) Ladroite
Une droite est définie par deux points. Elle est illimitée a chaque extrémité.

Notation : Si la droite est déterminée par les points A et B, on note la droite
(AB). On peut noter une droite par une majuscule (D), (A) (noter la présence
de parenthese pour ne pas confondre la droite avec un point) ou une minuscule
d, 6 (les parenthese ne sont pas nécessaires).

(AB) ou®) ou d
B
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1. RAPPELS DE GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Rapport entre deux droites

1) Deux droites d; et d, peuvent étre paralleles. Elles n’ont aucun point commun
ou elles sont confondues :

di//d, < djetdp n’ont aucun point commun ou
dy = dy
2) Deux droites peuvent étre sécantes si elles ne sont pas paralleles. Elles se

coupent alors en un point.

Si trois droites se coupent en un point, elles sont concourantes.

3) Deux droites peuvent étre perpendiculaires si elle se coupe en angle droit. On
note alors d; L dp

Si deux droites sont perpendiculaires a une troisiemes elles sont paralleles

entre elles.

dy L ds

1 dy//d
dZLdg} alors dy//d>

¢) Demi-droite

Une demi-droite est une droite limitée a une extrémité. Si une demi-droite est
limitée en A et passe par B, on la note [AB).

[AB)

d) Le segment
Un segment est une droite limitée aux deux extrémités. Si le segment est limité

en A et B, il est noté [AB].

P

Si le plan est doté d'une unité de mesure, on note AB la distance entre A et B.

Le milieu d"un segment, divise celui-ci en deux parties égale. SiI est le milieu du
segment [AB], on note I = m[AB].

B
1
A
AB
Al=1B = —
2
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1. RAPPELS DE GEOMETRIE EUCLIDIENNE

e) Langle

Un angle est un secteur du plan délimité par deux demi-droites. On distingue
alors deux types d’angles :

e Les angles saillants (ou géométriques) notés : AOB compris entre 0 et 180°.

e Les angles rentrants compris entre 180°et 360°

Angle rentrant

Angle saillant

Angles saillants
On distingue parmi les angles saillants, les types suivants :

Les angles aigus : compris entre 0°et 90°
Les angles droits : 90°

Les angles obtus : compris entre 90°et 180°
Les angles plats : 180°

On dit que deux angles sont complémentaires, supplémentaires si leur somme
vaut respectivement 90°et 180°.

x+ B =90° « et B complémentaires les 2 angles dans un triangle rectangle

\ , . les 2 angles que forment deux droites
x+p =180 « et B supplémentaires
secantes

1.3 Les quadrilateres

a) Parallélogramme

Il existe 6 définitions, toutes équivalentes, du parallélogramme.

Un parallélogramme est un quadrilatere dont

1) les cotés opposés sont deux a deux pa- A . B
ralleles.

2) les cotés opposés sont deux a deux de
méme longueur.

3) deux cotés sont paralleles et de méme D C
longueur.

4) les diagonales se coupent en leur milieu. (centre de symétrie)

5) deux angles consécutifs quelconques sont supplémentaires.

6) les angles opposés sont égaux deux a deux.
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Remargue : A l'aide de la définition 3) (égalités de distances), on peut tracer la
paralléle a un point C extérieur a une droite (AB) donnée.

Tracer cette droite revient a tracer le
point D tel que ABDC soit un parallé- D
logramme. On reporte donc la distance C
AC a partir de B et la distance AB a par-
tir de C. On obtient ainsi le point D. La

droite cherchée est la droite (CD). A

ExeMPle : Soit A, B, C, D, E et F six points tels que ABCD et AECF soient des
parallélogrammes. Démontrer que le quadrilatere EBFD est un parallélogramme.
OoooooooooboooooooboooooDao

Faisons une figure : On trace un parallélogramme ABCD, on place le point E, puis
on détermine F tel que AECF soit un parallélogramme.

Soit I; le centre de ABCD. Comme
ABCD est un parallélogramme, les dia-

gonales se coupent en leur milieu donc
I; est le milieu de [AC] et [BD].

Soit I, le centre de AECF. Comme AECF
est un parallélogramme, les diagonales
se coupent en leur milieu donc I est le
milieu de [AC] et [EF].

Comme I et I sont le milieu de [AC],
on en déduit que I; = 1.

Comme I; = I alors [BD] et [EF] ont le méme milieu. Les diagonales de EBFD se
coupent en leur milieu donc EBFD est un parallélogramme.

b) Lelosange

Defivition | : Losange. Les 4 définitions sont équivalentes.
Un losange est :
A
1) un quadrilatere dont les 4 cotés sont de méme longueur.
2) un quadrilatere dont les diagonales se coupent en leur
milieu perpendiculairement. b 5
3) un parallélogramme dont deux c6tés consécutifs sont de O
méme longueur.
4) un parallélogramme dont les diagonales sont perpendi- i
culaires 4

Remargue : Unlosange possede deux axes de symétrie : les diagonales. Les dia-
gonales sont les bissectrices des angles formés par 2 cotés consécutifs. Un losange
permet ainsi de tracer la bissectrice d"un angle.
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c¢) Lerectangle

Defivition 2 : Rectangle. Les 4 définitions sont équivalentes.

Un rectangle est :

1) un quadrilatere qui a trois angles droits. ’

2) un quadrilatére dont les diagonales sont de méme
longueur et qui se coupent en leur milieu.

Y . ,
|
3) un parallélogramme qui a 1 angle droit. ! © J
\ !
4) un parallélogramme dont les diagonales sont de b S ! /// C
méme longueur. e

Remargue : Un rectangle possede deux axes de symétrie : les médiatrices des
cotés. Comme les diagonales sont de méme longueur et se coupent en leur milieu,
un rectangle est inscriptible dans un cercle.

d) Le carré

Defivitien 3 : Carré. Les trois définitions sont toutes équivalentes.

Un carré est : A PP LR
Z i A
1) un losange et un rectangle. , T N
. . . o R / | \
2) un quadrilatere qui a ses 4 cdtés de méme longueur ! ! \
et 1 angle droit. KT -
e . A \ I
3) un quadrilatere dont les diagonales de méme lon- ' | )
gueur, se coupent en leur milieu perpendiculaire- \ " N
ment. D~ _-~C
|—

Remargue : Un carré possede quatre axes de symétrie : les deux diagonales et
les médiatrices des cotés. Un carré est un quadrilatére régulier (cotés de méme
longueur inscriptible dans un cercle).

e) Letrapeze

Defivition 4 : Trapeze
A Ppetite base g

Un trapeze est un quadrilatére qui a 2 cotés paral-
leles. Ces 2 cotés paralleles sont appelés les « bases »
du trapeze.

grande base
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2. DROITES DANS UN TRIANGLE

Defivition S : Trapézes particuliers

Un trapeze rectangle est un trapeze qui posséde un
augle droit.

Un trapeze isocele est un trapéze dont les deux bases
ont méme médiatrice. Il possede alors un axe des sy-
métrie.

D

2 Droites dans un triangle

2.1 Le théoréeme des milieux

a) Le théoréme direct

Théoreme | : Dans un triangle, la droite qui passe par le milieu d’un

coOté et qui est parallele a un deuxieme coté coupe le troisieme en son milieu.
A

alors 1

(11)// (BC) I = -BC B

. {I:m[AB] J = m[AC] :
2

b) Laréciproque du théoréme des milieux

Théeoreme 2 : Dans un triangle, la droite qui passe par le milieu de deux cotés

est parallele au troisieme.
A

alors

o [1=mlAB 1)/ (BC) ;
1 {] — m[AC] 1j = 5BC 5
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2. DROITES DANS UN TRIANGLE

Deémonstration : Démontrons la réciproque du théoréme des milieux. Soit un
triangle ABC et ], ] les milieux respectifs des cotés [AB] et [AC]. Soit le point K le
symétrique de I par rapport a J. On a alors la figure suivante :

Comme K est le symétrique de I par
rapport a J, J est le milieu de [IK].
Comme ] est le milieu de [AC], le qua-
drilatere AKCI a ses diagonales qui se I
coupent en leur milieu donc AKCI est
un parallélogramme. B K

Comme AKCI est un parallélo-
gramme, les cotés [AI] et [KC] sont C
paralleles de méme longueur.

Comme I est le milieu de [AB], on a alors les cotés [IB] et [KC] paralleles de
méme longueur. Le quadrilatere IKCB est alors un parallélogramme.

Comme IKCB est un parallélogramme, les cotés [IK] et [BC] sont paralleles de
méme longueur. Comme ] est le milieu de [IK], la droite (I]) est parallele a (BC)

1

Exemple : Quadrilatére de Varignon (1654 - 1722) :

Soit ABCD est quadrilatere quelconque. Soit I, J, K et L les milieux respectifs des
segments [AB], [BC], [CD] et [DA].

1)
2)

D)

Quelle la nature du quadrilatere IJKL ?

Quelle condition doit vérifier ABCD pour que IJKL soit :
a) un rectangle b) unlosange c) un carré

guobguobdgoboooboobooboonn

On a la figure ci-contre.

e Dans le triangle ABD, on sait que I
est le milieu de [AB] et L le milieu
de [AD], donc d’apres la réciproque
du théoreme des milieux, on a :

(IL)//(BD) et IL:%BD (1)

e Dans le triangle BDC, on sait que ]
est le milieu de [BC] et K le milieu
de [CD], donc d’apres la réciproque
du théoréme des milieux, on a :

(K)//(BD) et JK=2BD (2

Des propriétés (1) et (2), on en déduit: (IL)//(JK) et IL=]JK

Donc le quadrilatére IJKL posséde deux cotés paralleles de méme longueur,
donc IJKL est un parallélogramme.
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2. DROITES DANS UN TRIANGLE

2) a) Pour que IJKL soit un losange, comme IJKL est un parallélogramme, il suffit
que IL =1J (3).

Dans le triangle ABC, I et ] sont les milieux de [AB] et [BC] donc d’apres la
réciproque du théoreme des milieux : (IJ)//(AC) et IJ = %AC 4)

1
Comme IL = EBD d’apres (4), on doit avoir AC = BD

IJKL est un losange si, et seulement si, les diagonales de ABCD sont de
méme longueur.

b) Pour que IJKL soit un rectangle, comme IJKL est un parallélogramme, il
suffit que (IL) L (IJ).

D’apres (1) et (4), on doit avoir (AC) L (BD)

IJKL est un rectangle si, et seulement si, les diagonales de ABCD sont per-
pendiculaires.

c) Pour que IJKL soit un carré, IJKL
doit étre un losange et un rectangle,
donc d’apres les questions 2a) et
2b), le quadrilatere ABCD doit avoir
des diagonales perpendiculaires de A - C
méme longueur.

Dans la figure ci-contre, on a d’abord
tracé les diagonales [AC] et [BD] de I

méme longueur et perpendiculaires. J
On a ensuite placer les milieux ], J, K
et L obtenant le carré IJKL.
B
2.2 Les médianes
Defivition & : Une médiane d’un triangle est une droite qui passe par un

sommet et par le milieu du c6té opposé.
Propriété : Les trois médianes sont concourantes en un point G appelé le centre de
gravité. Il est situé au deux tiers du sommet ou a un tiers de la base.

On peut effectuer cette figure a la régle
et au compas en déterminant les mi-
lieux A’, B” et C’ des cOtés du triangle en
tracant les médiatrices respectives de
[BC], [AC] et [AB].

AG = %AA’ AG = %AA’
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2. DROITES DANS UN TRIANGLE

2.3 Les hauteurs

Defivition T : Une hauteur d’un triangle est une droite qui passe par un

sommet et qui est perpendiculaire au coté opposé.
Propriété : les trois hauteurs sont concourantes en un point () appelé orthocentre.

On peut effectuer cette figure a la regle
et au compas. De plus, contrairement
au centre de gravité, I'orthocentre peut
étre a l'extérieur du triangle comme sur
la figure ci-contre.

Pour tracer certaines hauteurs, il est né-
cessaire de prolonger les cotés du tri-
angle. Cela se produit lorsque 'angle
au sommet est supérieur a 90°.

2.4 Les médiatrices

Deéfivition 8 : La médiatrice d’un segment [AB] est la droite dont les points

sont équidistants des points A et B. Elle coupe alors ce segment en son milieu
perpendiculairement.

Propriété : Les trois médiatrices dun triangle sont concourante en un point O
appelé le centre du cercle circonscrit.

Remargue : Comme les trois média-
trices sont concourant en O, d’apres la
définition d’une médiatrice, O est alors
équidistant de A, B et C. O est donc le
centre du cercle circonscrit.

2.5 Les bissectrices

Defivition & : Labissectrice d'un angle divise celui-ci en deux parties égales.

Propriété : Les trois bissectrices d"un triangle sont concourantes en un point O’
appelé centre du cercle inscrit.
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2. DROITES DANS UN TRIANGLE

2.6 Le théoreme de Thalés

a) Théoréme direct

Théoreme 2 : :Soit deux droites (AB) et (A’B’) sécante en O.
OA OA AA

Si (AA’)// (BB’) alors,ona: OB - OF — BB

On peut avoir les deux configurations suivantes :

Exem,bla : Dans la figure ci-dessous, on a (MN) // (AB). A T'aide des indications
portées sur la figure, calculer CN et MN.

Comme (MN) / (AB), nous avons une
configuration de Thales, donc

CM CN MN

CA CB AB 3
Si on pose x = CN, de la premiere éga- M N
lité, on a : L5 \1
3 __ X A B
4,5 x+1 5
On fait un produit en croix, De la seconde égalité, on a :
3(x+1) =4,5x 3 :MN
3x + 3 = 4:, 5x 4/ 5 5
3x —4,5x = -3 On fait un produit en croix,
—1,5x = -3
- MN — 3x5 _ 15 _ 10
x=2 4,5 45 3
. 10
Conclusion: CN =2 et MN = 3

b) Réciproque du théoreme de Thales

Théeoreme 4 : Soit O, A, B d’une part et O, A’, B’ d’autre part alignés dans cet

ordre.
OA OA

St 5B ~ OB

alors,ona: (AA’)// (BB)

Exemple. : On donne la figure ci-apres, montrer que (AB) et (MN) sont paralleles.
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Calculons les deux rapports : O
O_M = 3,5 = Z 3,5 5,25
OA 45 9

ON 5,25 21 7 M N15
_ = = — = — 1 ,
OB 6,75 27 9

A/ \B
OM _ ON
OA OB

On adonc:

donc d’apres la réciproque du théoreme de Thalés, les droites (MN) et (AB) sont
paralleles.

3 Le triangle rectangle

3.1 Centre du cercle circonscrit

Théoreme S : Le centre du cercle circonscrit dans un triangle rectangle se

trouve au milieu de I’hypoténuse.
Réciproquement, le triangle ABC inscrit dans un cercle de diametre [BC] est rec-
tangle en A

Deémonstration :

1) Théoréme direct.

Soit un triangle ABC rectangle en A. e ~
Soit I le milieu de [AB] et O l'intersec- ’ N
tion de la droite passant par I et paral-
lele a (AC) avec le segment [BC]. ] est / \
l'intersection de la droite passant par
O et parallele a (AB) avec le segment
[AC]. On a alors la figure ci-contre.

Comme I est le milieu de [AB] et ‘| /
(I0) // (AC), d’apres le théoréme des AN ' I ' /"B
milieux, on a : O milieu de [BC] N .
Comme (AB)L(AC) et (IO)// (AC) P B

alors on a : (I0)_L(AB).

De ces deux propriétés, on en déduit que (IO) est la médiatrice de [AB].
Comme O est le milieu de [BC] et (O]) // (AB), d"apres le théoreme des milieux,
on a : ] milieu de [AC].

Comme (AB) L(AC) et (JO) / (AB) alors on a : (JO) L(AC).

De ces deux propriétés, on en déduit que (JO) est la médiatrice de [AC].

O est donc I'intersection des médiatrices, donc le milieu de I'hypoténuse est le
centre du cercle circonscrit.
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2) Réciproque.

Soit ¢ le cercle de centre O. Le triangle
ABC est inscrit dans le cercle % et [BC]
est un diametre. On appelle I le milieu
de [AC]. On a alors la figure ci-contre.

Comme O est le centre du cercle cir-
conscrit et I milieu de [AC], alors la
droite (OI) est la médiatrice de [AC].

Comme O et I sont les milieux respec-
tifs de [BC] et [AC], d’apres le théo-
réme des milieux, la droite (OI) est pa-
rallele a (AB).

(OI) est la médiatrice de [AC], donc (AC)L(OI) et (OI) / (AB), on en déduit
que (AC)_L(AB). Le triangle ABC est rectangle en A.

3.2 Le théoreme de Pythagore

a) Le théoréme direct

Théoreme 6 : Dans un triangle rectangle le carré de 'hypoténuse est égal a la

somme des carrés des deux autres cotés. Si ABC est rectangle en A, on a donc :

BC2 = AB? + AC?

Exemple : ABC est un triangle rectangle en A, avec B

AB=5etAC=7

D’apres le théoreme de Pythagore : >

BC® = AB® + AC* = 5% 4+ 72 = 25449 = 74 N= .
BC = V74~ 8,6 7

b) Saréciproque

Théoréme T : Sidans un triangle, le carré du plus grand coté est égal a la

somme des carrés des deux autres cotés, alors ce triangle est rectangle. Si le tri-
angle ABC est tel que :
BC? = AB? + AC?

Alors le triangle ABC est rectangle en A

Remargue : Ce théoreme d’une grande efficacité met en évidence la propriétés
du triplet pythagoricien 3, 4, 5. En effet : 324+42=94+16=25=52
Un triangle de dimension 3, 4, 5 est donc rectangle.
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3.3 Trigonométrie dans le triangle rectangle

a) Définition

Defivition 10 : Dans un triangle ABC rectangle en A, on définit les rapports

suivants (qui ne dépendent que de la mesure des angles) :

=~  coté oppos¢  AC

sinB = =
hypoténuse  BC 9
o
=~ cotéadjacent AB oy
cosB = —] = — &
hypoténuse = BC 2
o

~  cOté opposé AC
tanB = — p,p =
coté adjacent  AB

>

cOté adjacent B

b) Propriétés
Dans un triangle ABC rectangleen A, on a:
e Les angles B et C sont complémentaires

e Comme le c6té opposé a B correspond au coté adjacent a C et inversement, on
a alors :
sinB =cosC et cosB=sinC

e On a les relations suivantes :

~ sinB

tanB = , sinzﬁ—l—coszﬁzl , 1-|—tan2§:

cos B cos? B

c¢) Tableau des lignes trigonométriques remarquables

Angle a 0° 30° 45° 60° 90°
sin« 0 1 Q @ 1
2 2 2
cosw 1 é Q 1 0
2 2 2
tan a 0 ? 1 V3 00

4 Les angles

4.1 Egalité entre deux angles

On distingue 4 configurations ou deux angles sont égaux
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Opposés par le sommet Correspondants

= e
/ O,

Alternes-internes Alternes-externes
O, /(
/ >
/ O y O

4.2 Application

Démontrer que la somme des angles d"un triangle est égal a 180°.
Faisons une figure, sur laquelle on trace
la droite d parallele a (BC).
On a alors les égalités suivantes :

B1 = B2 alternes-internes

Y1 =72 alternes-internes
B2 +a+ 72 =180

La somme des angles dans un triangle vaut donc 180°

4.3 Angles dans un cercle

Théoreme 8 : Angles inscrits, angle au centre, tangente

e Dans un cercle, I'angle au centre vaut
deux fois I’angle inscrit.

AOB = 2ADB
e Dans un cercle, deux angles qui inter-
ceptent le méme arc sont égaux.
ACB = ADB
e Dans un cercle, la tangente en un
point est perpendiculaire au rayon.

(OA) L (T)
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