EXERCICES 2 octobre 2014

Ralsonnement pAr récurresce.

Cimite d'uve suvite

Raisonnement par récurrence

EXERcICE 1
Prouver que pour tout entier 4" + 5 est un multiple de 3.

ExERrcICE 2

Prouver que pour tout entier 3°" — 1 est un multiple de 8.

EXERcICE 3
Est-il vrai que pour tout entier > 1, n®+ 2n est un multiple de 3 ?

ExERrcice 4

Montrer queVn e N, 321 4 22 est un multiple de 7.

EXERCICE 5
OnposeS, =12+22+32+---+n?> ol n> 1. Somme des carrés

a) CalculerS;, Sy, S; etS4. ExprimerS,,; en fonction des,,.
nin+1)(2n+ 1)

b) Démontrer par récurrence que pour tout natarell : S, =

6
EXERCICE 6
Onpose:S,=13+22+3+-...+n> ol n>1 Somme des cubes
a) CalculerS;, Sy, S; etS4. ExprimerS,,; en fonction des,,.
n?(n+ 1)

b) Démontrer par récurrence que pour tout natorell : S, = 1

EXERCICE 7

Onnotenl =nx(n-1)x(h-2)x---x2xl oun>1
Démontrer, par récurrence que pour tout natanen nul : n! > 271

ExErcick 8
La suite (1,) est la suite définie partg € J0; 1[ et Unr = Un(2 — up).
Démontrer par récurrence qué/ne N, O<u,<1

Remargue : Onpourra étudier les variations de la fonctibdefinie par :f (X) = x(2—x)

ExERrcICE 9
La suite (,) est définie par up =1 et Uyi = V2+ Up.

Démontrer par récurrence que pour tout natared < u, < 2 et que (,) est croissante
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Exercice 10
Soit la suite @,), définie pour touh € N par {Uo =1,u=2

, € ,
’ Unio = 5un+1 - 6Un

Démontrer par récurrence que pour towt N : u, = 2"

/\ |l faut deux termes pour initialiser cette propriété.

Exercice 11

But de I'exercice : on ne connait pas I'expression gesn fonction de n. On cherche a
I'aide des premiers termes a établir une conjecture quardékession de yen fonction
de n. On démontre ensuite cette conjecture.

La suite (1) est définieparu; =0 et Uy = 570
— Un

a) Calculer uy; uz; Us; Us.
b) Que peut-on faire comme conjecture sur I'expression,da fonction den?
c) Démontrer cette conjecture par récurrence et donnetdanaxacte deo:4.

ExErcice 12
On rappelle que la dérivée dg(x) = x estg'(x) = 1,

et la dérivée du produit(uv)’ = U'v+ uv.

Soitn € N* et f, la fonction, définie pouxk € R, par : f(X) = X"

Démontrer par récurrence qtigest dérivable et que pour tout réel f/(x) = nx*1

ExERrcicE 13
U=5
On considére la suiteuf) définie par : ( 2 ) 6
n+1 = n

1+ ——|un+
n+1

n+1
1) a) Calculewy ; u, etus
b) Soit la suite ¢,) définie par : d, = Up,1 — Up.
Ecrire un algorithme permettant de calculgret d,_; en fonction den > 1 puis
remplir le tableau suivant :

n 0 1 2 3 4 5 6
Un 5

d, ]

A partir de ces données conjecturer la nature de la sijje (

2) On considére la suite arithmétiqueg)(de raison 8 et de premier termg= 16.
Justifier que la somme degremiers termes de cette suite est égala’ar4l2n.

3) Démontrer par récurrence gque pour tout entier natuesl a :u, = 4n° + 12n + 5.
4) Valider la conjecture émise a la question 1) b).
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Limite d’une suite

Dans les exercices 14, 15 et 16 déterminer la limite de laegui) en utilisant les théo-
remes sur les opérations de limites.

Exercice 14

_2n+5 _n 2n -3 +2n+1
1) uy= 2) Up=——-2+ 3)un:w

3n-2 4 nZ+5

Exercice 15

10n-3 2n% -1 3 -4
1) th="5 2) Uy = k

Exercice 16

vV 2 nyn+n
1) un: n+ 2) Un:\/_—
n+2 n-2

ExERrcicE 17
Déterminer la limite des suites suivantes a I'aide du th@erde comparaison :

_cos(@) - b) v, = n+ 1 - cosn

a) Un Vo

Exgercice 18
n n

+ +...+—
n+1 n2+2 nZ+n

La suite () est définie poun > 1 par : u, =

a) Calculer uy, U, etus

b) Ecrire un algorithme qui donng,, n étant donné. Donner alots, Uy et Usp. Que
peut-on conjecturer quant a la limite dg)?
2 n2
<
T+l

d) En déduire la convergence et la limite de la suitg. (

c) Démontrer que pour>1:

<u
m+n "

Limite d’une suite géométrique

Exercice 19

. : - . 1 1 1
Déterminer la limite de la suitau) tel que : u, = 1 + > + oA +-+ o

Exercice 20

. . A 1
Soit la suite (h définie par : up = 3 et Upyg = §un -2
Soit la suite ¥,) telle que : v, = u, + 3.

PAUL MILAN 3 TERMINALE S


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

EXERCICES

1) a) Démontrer que la suitg,) est géométrique.
b) Calculernv, puisu, en fonction den

2) OnnoteS, =Vo+Vi+---+Vy €t S, =Up+ U+ -+ Uy
a) CalculerS, etS;, en fonction den.
b) En déduire les limites des suite3.) et (S;)

Exercice 21

Centres étrangers juin 2013
. . e 3 nu, + 1
Soit la suite(u,) définie par u; = = et Uy = ——.
e( n) p 1 2 n+1 2(n I 1)
On définit une suite auxiliair@s,) par : pour tout entien > 1, v, = nu, — 1.

a) Montrer que la suitév,) est géométrique ; préciser sa raison et son premier terme.
1+0,5"

b) En déduire que, pour tout entier natunet 1, ona:u, = -

c) Déterminer la limite de la suit@,).
1+0,5"(1+0,5n)
n(n+ 1) '

d) Justifier que, pour tout entiar>1,0na Uy — Uy = —

En déduire le sens de variation de la sitg.

EXERCICE 22
Pour les cas suivants, préciser si la suitg €st majorée, minorée, bornée.

— o 1 _ on
a) u, = sinn b) u. = C) Uuy,=2
) Un 1+n2
d) u, =n+cosn e) U, = (-1)" x n?

Suite monotone

ExERrcICE 23
La suite () est définie par:up=1 et U, =U,+2n+ 3.

a) Etudier la monotonie de la suite.}.

b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier natyng) > n?.
c) Que peut-on dire sur la convergence de la suite (

ExERrcicE 24
Répondre par vrai ou faux aux propositions suivantes erfiargtivotre réponse.
a) Siun suite n’est pas majorée alors elle tend wers

b) Si une suite est croissante alors elle tend wess

c) Siune suite tend verso alors elle n'est pas majorée.

d) Siune suite tend vers alors elle est croissante.
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ExErcice 25

Deux méthodes pour trouver la limite d’une suite
2u, +1

La suite () est définie par up =0 et Uy1 =
U, + 2

Partie A : premiere méthode

1) a) Démontrer par récurrence que pourtou@d < u, <1
2

b) Vérifier que Un,1 — Uy = —

puis montrer que la suitel() est alors croissante.

Up + 2
2) En déduire que la suitel{) est convergente vers une limite
o e 2x+1
3) On admet que cette limitevérifie f(¢€) = ¢ avecf définie sur [0; 1] parf(X) = xx++2

a) Déterminer la valeur dé

b) Proposer un algorithme pour déterminer la valeuddel que :vn > N, |u,—¢ < 1073
Entrer cet algorithme sur votre calculatrice puis déteamih

Partie B : deuxieme méthode

Un
U +1
Démontrer quey,) est une suite géométrique. Préciser la raison et le preeniae.

1) La suite ¥,) est définie pour tout entigrpar :

2) Exprimerv,, puisu, en fonction den.
3) En déduire que la suite{) est convergente et donner sa limite.

ExXERCICE 26
Amérique du Nord juin 2013 - Extrait
On consideére la suit@,) définie pamy = 1 et, pour tout entier naturel

Un+1 = V2Un

1) On considere l'algorithme suivant :

a) Donner une valeur approchée a-10 Variables : n, i entiers naturels
pres du résultat qufiche cet algo- u: réel positif
rithme lorsque I'on choisit = 3. Entfﬁ_?g ﬁt initialisation

|

b) Que permet de calculer cet algo- ‘ 15u

rithme ? Traitement

c) Remplir le tableau ci-dessous. On don- PEUT [ WEMERUEE & E0TETE
| V2u—>u

nera les valeurs approchées a%10
Quelles conjectures peut-on émettre
concernant la suit@u,) ?

fin
Sorties: Afficheru

n 1 5 10 15 20
Valeur dfichée

2) a) Démontrer que, pour tout entier natureD < u, < 2.
b) Déterminer le sens de variation de la s(itg.

c) Démontrer que la suit@u,) est convergente. On ne demande pas la valeur de sa
limite.
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ExERcCICE 27

Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle egt wu fausse et justifier la
réponse donnée.
Soit (u,) la suite définie pour tout € N* paru, = (-1)".

a) La suite(u,) est bornée.
b) La suite(u,) converge.
. ., .u
c) La suite de terme generert]i converge.

d) Toute suitdv,) a termes strictement positifs et décroissante convergeOver

EXERcICE 28
Métropole juin 2013

Up=2

Soit la suite numériquéu,) définie sulN par : 2 1
Uni1 = §Un + §n+ 1

1) a) Calculetuy, up, uz etu,. On pourra en donner des valeurs approchées a [6s.
b) Formuler une conjecture sur le sens de variation de ogitee s
2) a) Démontrer que pour tout entier natumel u, < n+3

. . 1
b) Démontrer que pour tout entier natunel up,; — U, = 3 (n+3-up)

c) En déduire une validation de la conjecture précédente.
3) On désigne paw,) la suite définie suN par v, = u, — n.

a) Démontrer que la suilg,) est une suite géométrique de ra|s§n

: : 2\"
b) En déduire que pour tout entier natunelu, = 2(5) +n

c) Déterminer la limite de la suit@,).

n

n
4) PourtoutnnonnuI,onposeSn:Z:uk:uo+u1+~--+un et Tnzﬁ.

k=0
a) ExprimerS, en fonction den.
b) Déterminer la limite de la suit@ ).

ExERrcICE 29

Liban mai 2013
Vvo=1
On considére la suite numériq(e) définie par : 9
n+l =
6 - Vn

Partie A

1) Ecrire un algorithme fichant, pour un entier naturaldonné, tous les termes de la
suite, du rang 0 au rang
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2) Compléter le tableau suivant paue 8

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Un 1 1,800 | 2,143

Pourn = 100, les derniers termefighés sont :

[2,967] 2,968 2,968] 2,968 2,969 | 2,969 2,969 | 2,970] 2,970] 2,970

Quelles conjectures peut-on émettre concernant la Gyjte

3) a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturdl < v, < 3.

(B-wy)’
6 -V,

b) Démontrer que, pour tout entier natunel v,.; — v, =

La suite(v,) est-elle monotone ?
c) Démontrer que la suit,) est convergente.

Partie B Recherche de la limite de la suite(v,)

On considére la suitew,) définie par : w, = —
=

) . g 1
1) Démontrer quéw,) est une suite arithmétique de ralseg

2) En déduire I'expression d&v,), puis celle dg€v,) en fonction den.
3) Déterminer la limite de la suit,).

Exercice 30

Antilles-Guyane 2012 extrait

NI =

U, =

Soit (u,) la suite définie par : N+ 1

Uni1 = Tuﬂ
1) Calculeru,, us etu,.
2) a) Démontrer que, pour tout entier naturelon nul,u, est strictement positif.
b) Démontrer que la suit@l,) est décroissante.
c) Que peut-on en déduire pour la syiteg) ?

Exercice 31
Asie juin 2013

Partie A

1+ 3u,

3+ Uy

On admet que tous les termes de cette suite sont définisaestant positifs.

On considére la suit@,) définie par :ug = 2 et Up,1 =

1) Démontrer par récurrence que, pour tout entier natyreth a :u, > 1.
(1-un) (1+uy)

2) a) Etablir que, pour tout entier naturelon a : Up,1 — Uy = 310
n
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b) Déterminer le sens de variation de la s(itg.
En déduire que la suitgl,) converge.

Partie B
1+ 0,5u,

0,5+ u,
On admet que tous les termes de cette suite sont définisaéstant positifs.

On consideére la suitauf) définie par :up = 2 et Up,1 =

1) On considere l'algorithme suivant :

Reproduire et compléter le tableau sui- | variables : n entier naturel
vant, en faisant fonctionner cet algo- u réel positif
rithme pourn = 9. Les valeurs de se- Entrées et initialisation
. \ . Liren
ront arrondies a 1@. Conjecturer alors 5 U
le comportement de la suite,) a l'in- Traitement et sorties
fini. pour i variant de 1 an faire
1+0.5u
- u
05+u
Afficheru
fin
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
u
Un - 1

2) On considere la suiter{) définie, pour tout entier nature) par : v, = ~ o1
n

. . . 1
a) Démontrer que la suite,{) est géométrique de ralsené.

b) Calculeny puis écrirev, en fonction den.

3) a) Montrer que, pour tout entier naturglon a : v, # 1.

1+v,

b) montrer que, pour tout entier naturglon a : u, = 1w
— Vn

c) Déterminer la limite de la suit@,).

ExERrcicE 32
Antilles-Guyane juin 2014

U =2

Soit la suite numériqueug) définie suiN par : 1
Un+1 = EUn + 3)( 0, 5n

1) a) Recopier et, a l'aide de la calculatrice, compléterlidetzu des valeurs de la suite
(u,) approchées a 1dpres :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Un 2

b) D’aprés ce tableau, énoncer une conjecture sur le seraridéion de la suitel).

. . . 1
2) a) Demontrer, par récurrence, que pour tout entier nlaturen nul : u, > 7z x0,5".

b) En déduire que, pour tout entier natumeion nul, u,,; — u, < 0.
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c) Démontrer que la suitel{) est convergente.
3) Soit () la suite définie suN par v, = u, — 10x 0,5"

a) Démontrer que la suit&{) est une suite géométrique de ralsgron précisera le
premier terme de la suitey).

: . 1\"
b) En déduire, que pour tout entier natunelu, = —8 x (E) +10x0,5"

c) Déterminer la limite de la suitgi,)

4) Recopier et compléter les pointillés de Variables ® n: entier u: réel
I'algorithme suivant, afin qu’il liche la Entrées et initialisation
plus petite valeur detelle queu, < 0,01. (2) - E

Traitement
Donner alors la valeur trouvée par I'algo- tantque ...... faire
rithme. L e —-n
...... Su
fin
Sorties: Affichern
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