DERNIERE IMPRESSION LE 20 novembre 2018 a 9:20

Cimite d'uve suite par des inéchl ités

sueecessives

Soit la suite (u,) définie par: uy =0 et u, 1 = 3\/u, +4.

1)

2)

3)

Montrer que la suite (u,) est croissante et que: Vn € N, 0 < u, < 16.

Montrons par récurrence que: Vn € N, 0 < u, <uy4q <16

<
Initialisation: Pourn =0: ug=0 et u; =4 donc 0 < uy < u; <16.
La proposition est initialisée.
Hérédité : Soitn € N,
supposons que 0 < u, < Uy41 < 16, montrons que 0 < 1,41 < Uy < 16.

O0<u, <uypq <16 \Q;Ogy/un<1/un+1<vl6 ég 0<3vuy <3 /uy41 <12

B 03y +4 <3 +4<16 = 0< upig < tinio < 16
La proposition est héréditaire.

Par initialisation et hérédité : Vn € N, 0 < u, < u,4q1 < 16.
La suite est alors croissante et comprise dans l'intervalle [0 ; 16].

Montrer que la suite (u,) est convergente.

La suite (uy) est croissante et majorée par 16 donc d’apres le théoreme des
suites monotones, la suite est convergente vers £ et 0 < ¢ < 16.

(uy —16).

NS

a) Montrerque: Vn € N, 16 —u, 1 <

Vn € N,
B (12-3yi)(12+43y/uy)  144—9u,  9(16 — uy)
16 —tpp1 = 12=3/un = 12+ Ju, T 12+43vu, 12+ i,

412 DR 1 1
Vin 2 Vin =12 e T
or Ju,=>0 < 124 /u, 2+ v S 12
16 — 3
Donc Vn €N, 16—ty < w & 16—y < (16— ).
3 n
b) Montrer que: Vn € N, 16 —u, <16 (4_1) )

En déduire alors la limite de la suite (uy,).

On applique l'inégalité précédente et de proche en proche (on peut éven-
tuellement faire une récurrence :

3 3\? 3\"
16—un<1(16—un,1)< 1 (16 —up_p) <--- < 1 (16 — ug)
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3 n
Comme ug = 0, obtientalors: Vn € N, 16 —u, <16 (Z) .

n
lim (Z) =0 car—-1< 431 < 1, par somme et produit lim u, = 16.

n—+oo n—r+o0

Remargue : On aurait pu utiliser le théoréme du point fixe. (1) conver-
gente et f continue sur [0, 16] alors la limite ¢ vérifie I'équation x = f(x)

x=3/x+4 & x—4=3/x B (x—42=9 & x*—8x+16=09x
& x> —17x+16=0

x1 = 1 racine évidente (non retenue), P = 16 donc x, = 16.

4) Montrer qu’a partir de n = 40, (u,) se situe &8 moins de 2 x 10~ de sa limite.

n n
16 (Z) <2x107% < (Z) <1,25x107° pEe nlni—) <1In(1,25 x107°)

In0,75<0 In(1,25 x 107?)
<~ n >

00,75 & n>39,24 > 40

40
On aurait pu éventuellement calculer: 16 (Z) ~1,6x107% <2x 1074
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