CHAPITRES 4, 5, 6 18 décembre 2018

Ronus : relatiovs fonctionvelles

EXERCICE 1
On se propose de déterminer toutes les fonctioogntinue suiR et verifiant :
¥Yx,yeR, f(x+y)=f(X)+ f(y)
Soit f une fonction remplissant ces conditions. Sod R.
1) a) Démontrer quef(0) = 0 et que f(—x) = —f(X).
b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier natyrénx) = nf(x)
c) Démontrer que pour tout entier natunel f (—nx) = —nf(X).

On a donc, pour tout entier relakf f(kx) = kf(x).

. 1 1
d) Démontrer que, pour tout entier naturel non mulf (ﬁx) = f(x).
e) Démontrer que, pour tout nombre rationgelf (g x) = g f(x).
Soit: f(1) = 4. Démontrer que, pour tout nombre rationgelf(q) = Aq.
2) On admet que tout nombre réekst la limite d’'une suite de nombres rationnel. Dé-
montrer que, pour tout régl on a f(x) = Ax

On pourra poser ¥xeR, YneN, x= lim ¢, ouUQg,€Q.
n—+oo
Quelles sont les fonctionkvérifiant les conditions énoncées ?

EXERCICE 2
On se propose de déterminer toutes les fonctions non helmtinues sur et vérifiant :

VX yeR, f(xy)=f(x)f(y)
On noteS I'ensemble des fonctionk remplissant ces conditions.

1) a) Démontrer qué ne s’annule en aucun réehon nul.
On pourra raisonner par I'absurde.
b) Démontrer quef(1) = 1. Démontrer quef(-1) est égal soit a 1, soit &1).
En déduire qud est soit paire, soit impaire.
c) Démontrer qud est strictement positive sur ]G-pol.
2) Soitg la fonction définie suR par : g(x) = In[f(€9)].
Démontrer que est continue suR et queg vérifie I'équation fonctionnelle de I'exer-

cice 1. En déduire, grace a la résolution de I'exercice kpFession dey(x) pour x
réel, puis celle dd(x) pourx réel strictement positif.

3) Déterminer toutes les fonctiorisde I'ensembles.
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