Définition
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [g; b].
Soit ¢ sa courbe représentative.

On appelle intégrale de f sur
[4;b] la mesure de laire en
u.a. du domaine situé sous la
courbe €.

b
On la note : /f(x)dx
a

\J

Relations aire et intégrale

e Soit f < 0 une fonction conti- @ T b
nue sur un intervalle [a; b]. ™5 >
b 4 !
o = —/ f(x)dx %
e .
e Soient deux fonctions f > ¢ \ i

continues sur [g; b].

9= [ (-9 dx

’\

e Théoréme d’existence :
Toute fonction f continues sur un intervalle I admet des
sur L

X
e La fonction F : x — F(x) = / f(t)dt désigne I'unique
a

primitive de f qui s’annule en a.
F(a)=0et Vxel, F'(x)=f(x)

e Lien entre primitive et intégrale :

I= /abf(x) dx = [F(x)}z = F(b) — F(a)

Fonction paire et fonction impaire

e Si f est une fonction paire alors Va € Dy :
a a 0
f(x)dx:2/ fx)dx=2 [ f(x)dx
—a 0 —a
e Si f est une fonction impaire alors Va € Dy :

jf(x)dx:O

Valeur moyenne
Soit f une fonction continue sur [a;b]. On appelle
valeur moyenne y de f sur [a; D] :

b
i [ fdx

La formule de la moyenne est attribuée a Pierre-
Gosselin Bonnet(1819-1892)

T

Intégration

I:/abf(x)dx

f continue sur [a; b]

l

Inégalité de la moyenne

Si, pour tout x € [a;b], il existe deux réels m et M
telsque: m < f(x) <M

b
Alors : m(b—a)g/ F(x)dx < M(b —a)

Propriétés algébrique
Soit f une fonction continue sur un intervalle I :

e Linéarité de l'intégrale Va, f € R
b b b
| @r+pg)dx = [ fx)dr+p [ gx)dx
e Vacl, /uf(x)dxzo

o Vabel, /baf(x)dx - /abf(x)dx

e Relation de Chasles

Va,b,c €1, /ﬂcf(x)dx—/abf(x)dx—l-/bcf(x)dx

Intégrale et inégalité
Soit f et ¢ 2 fonctions continues sur [g; b].
o Positivité )
Si f > Osur [a;b] : / F(x)dx >0
a
o Intégration d’une inégalité
b b
Sif > gsurab]: / fx)dx > / g(x)dx
a a
A\ On ne peut rien déduire du signe de f a partir
du signe de son intégrale, de méme on ne peut pas

comparer deux fonctions f et g a partir de la com-
paraison de leurs intégrales.
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Quelques méthodes pour trouver une primitive

1) Le tableau des primitives usuelles.
2) Adapter un coefficient de fagon a obtenir une forme que donne une primi-
tive connue.
1 1 3 1 u(x) -1
f&) = G s T3  GrrsE 3 () *) = 3Gx79)
3) La décomposition en éléments simples d'une fonction rationnelle dans le
but de se ramener a 1)

4x+5 3 3

flx) =

4) Il arrive parfois que I'on accede a deux intégrales I et | grace a un systeme
linéaire astucieux.

Compléments : quelques calculs astucieux d’intégrales

e
1) Ilz/ln—xd
1
2

C e
2) 12:/8 lnx _/ 7dex_/e‘ u(x)dx:

3) Utilisation des formules trigonométrique de duplication.

/elxlnxdx*/eu’(x)u(x)dxf L g
J1 x h 2 S

1

Iz = /jsin2xdx: /725inxcosxdx: /72u(x)u’(x)dx: [sin2x}
0 0 0

T T 2 1 n 1 1 1 1 2
Iz;:/zcoszxdx:/2 de:/z —cos2x+ = | dx = |=sin2x + —x
0 0 0o |2 2 4 2

2

Forme implicite

e En terminale, on doit parfois se résigner a prédire 1'existence de primitives
sans parvenir a les exhiber.

Par exemple, on ne sait pas déterminer l'unique primitive de «In » qui s’an-
nuleen x = e de maniere explicite mais on dispose d"une description ex-

X
plicite : / Inx dx.
e

e On peut montrer qu'il n’est pas possible d’exprimer une primitive de la

fonction de Gauss x +— e~ * a l'aide de fonction usuelles. Il faut donc

parfois se résigner a manipuler des expressions abstraites.

On retrouve en probabilité cette intégrale dans la fonction de répartition de
la loi normale centrée réduite avec la fonction ®

X
q>:/

oo
On peut montrer que / e ¥ dx=+n

—00

t2
e~z dt

Intégration par parties
(méthode de calcul désormais hors programme)

e Cette méthode utilise la dérivée du produit :

Soit u et v deux fonctions dérivables, de dérivée continues, sur [a; b].
(On dit que u et v sont de classe ¢! sur [a; b))

En effet :

[u(x)v(x)]: = /ab u'(x)v(x) + u(x)v'(x)dx = /
/bu(x)v’(x) dx = [u(x)v(x)]

a

1

e u(x)=Inx  u'(x)=-=

e Calculer: I= / xInxdx, on pose alors X
1 / _ _ 1 2

v'(x) =x v(x) = =x
_ [ S T LY A SO Loae_1, 15
I—/1 xInxdx = [Zx lnx}1 A 2xdx—ze 0 {4x L—ze 4@

T4 4

(uv)(x) = u'(x)o(x) + u(x)v’

(%)

x)dx &
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