DERNIERE IMPRESSION LE 23 janvier 2017 a 10:15

L'é.%JAtiau av troisieme A,e_c_:,v-é

Question : Comment trouver une solution a une équation de troisiemetdeg

1 Mise en forme

Soit une équation du troisiéme degré : (E9x® + bx? + cx+d =0aveca# 0
- b c d

e Commea est non nul, on divise par: (E): x3+ EXZ + 5X+ 3 0
o d

b
Onposealorsty = -, ¢ = —-,d" = —,
a a a

I'équation devient alors : (E) X +b'x* +cx+d =0
e On fait un changement de variable pour éliminer lefioient devantx?>. On pose :

X=X+ — X=X—-—
T3 7 3

On remplace alors dans I'équation (E)

7\ 3 7\ 2 ’
(X—E) +b’(X—E) +c’(X—E)+d’:O

3 3 3
x3—b'x2+b?/2x—2—,;+b/x2—2§’X+b§+c'x—blscl+d':0
X3+(%/2—22l2+c’)X—2—/;+%3—b§+d’:0
X3+(—%/2+c’)X+22b:—b:’ +d =0
On pose alors :p = —b: +C etq= 22b;3 - b’;, +d

On obtientalors: (E): X3+ pX+q=0

On appelleéquation réduite du 3 degré, I'équation du type X3+ px+q=0

2 L'équation du 3¢ degré a au moins une solution

On pose la fonctiorf définie suR par: f(x) = x3+ px+q

e On calcule les limites empoo et —co

lim f(x) = lim x* = +o0 et lim f(x) = lim x* = —c0

X—+00 X—+00 X——00 X——00

e Lafonctionf est continue suR (car c’est un polyndme) et® f (R) = R, donc d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au mamgssolution a I'équation
f(x)=0
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3 Laformule de Cardan

Au XVIe siécle, des algébristes italiens ont découvert une métpode calculer une
racine d’un polynéme ducdlegré donné sous la forme réduitec + px + g

e Pourtous réelietvona:
(U+Vv)® =u®+ 30V + 3w + vV
= 3uv(u + V) + (U + V)
(R) W+Vv)°-3wu+v)—(+v)=0

e L'observation de cette relation (R), semblable a la formeitéctonduit a poser comme
changement de variable = u+ v

En identifiant cette relation (R) avea € v)° + p(u+ V) + g = 0 permet de poser :
p=-3uv et g=-(U+V)
Pour des raisons d’homogénéité, on préfére poser :

3

TV L, u+Vv3) =—q

27
Enfin pour simplifier les calculs on posea=u® et b=\V3 onaalors:
__Pp __
= et a+b=-q

e On est revenu a un probléme ou I'on connait la sor@mea + b et le produitP = ab.
On sait quea etb sont alors solution de I'équation du second degh — SX + P

3 3 2
On calcule de discriminantA = S? — 4P = ¢? + 42_p7 = w

e Si4p®+ 270 > 0, on obtient alors les solutions :

cae o s AP as oz s AP

2 2 et 2 2

Commea etb sont les cubes respectifs detv et commex = u + v, on obtient alors :

a1 [, 4 \/q 1 [, ap
X_\/z NI o7\ V%7

En rentrant I% dans la racine, on obtient alors :

A

e Exemple : résoudrex® + 3x+2=0

Onaalors: p=3etq=2 laformule de Cardan donne :

X = \3/—1— Vi+1+ 3/—1+ Vi+l= f/—l— V2 + \3/—1+ V2~ -0,596071 ..
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4 L['astuce de Bombelli

Nous avons vu dans la partie B que toute équation du troisitaget admet au moins une
solution. Comment faire pour trouver cette solution quand
4p% + 2792 < 0

Bombelli est parti d’'une équation ou il connaissait une sofuévidente.
Soit x3-15x-4=0

e X = 4 est solution de cette équation efe¢: 4 -15x4-4=0
o 4p%+ 2707 = 4 x (-15)* + 27 x (-4)*> = -13 068< 0
En appliquant malgré tout la formule de Cardan, on obtient :
3 3
X = \/2— V4 - 125+ \/2+ V4 -125
= 3/2— V-121+ i/2+ v-121
= 3/2— 11V-1+ f/2+ 11V-1

Bombelli ne se décourage pas et décide provisoirement psutdeuls de poser :
(V=12 = —1. Il obtient alors aprés des calculs sur les cubes :

Xx=2-V-1+2+ V-1=4
e En application de la formule de Cardan, on peut toujours essiyrésoudre :

XX —14x-12=0

Pour la petite histoire cette équation figurait parmi lesstjopas auxquelles Einstein a
répondu a I'occasion de I'épreuve d’algebre de son bacesdhen 1896 !

Biographie

On ne sait pratiquement rien de la vie de Bombelli, sinon @silné a Bologne en 1526.
Il fut le premier des grands mathématiciens italiens du96écle a apporter une impor-
tante contribution a I'étude des équations algébriques*dt Gu £ degré. Peu de temps
avant sa mort, il publie un ouvragélgebra, parte maggiore dell’ aritmetica, divisa in
tre libri (Bologne, 1572), qui contient un exposé systématique dentés decouvertes
en algébre. Dans la préface du livre, il trace I'histoire’digebre, parlant de Diophante,
encore inconnu en Europe. Il traite de la théorie des équationt il étudie les racines,
réelles et complexes, et montre que, dans le cas d’'une équatbique irréductible, les
trois racines sont réelles. La définition gu’il donne des ham négatifs et des nombres
complexes et les regles de calcul gu'il utilise sont d’umenf@ trés voisine de celle qu’'on
leur donne a notre époque.

Il faut remarquer aussi que Bombelli, dans cet ouvragesatiine notation symbolique,
premier essai de syntaxe algébrique moderne; il désignengnanue par le symbole
1 souligné d’'un demi-cercle, le carré de cette inconnue gpayimbole 2 souligné d’'un
demi-cercle, etc.
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