Lycée Municipal d’Adultes de la ville de Paris Mardi 12 mars 2013

BACCALAUREAT BLANC
DE MATHEMATIQUES

— SERIE S -

Durée de I'épreuve : 4 HEURES
Les calculatrices sont AUTORISEES

OBLIGATOIRE ET SPE

Le candidat doit traiter trois exercices plus un exercice suivant siedipé La
clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront peur un
part importante dans I'appréciation des copies.

Sur I'en-téte de votre copie, précisez clairement et distinctement :
» le nom de I'épreuve : épreuve de mathématiques.
» Votre spécialité: mathématique, physique ou SVT.

TOURNEZ LA PAGE S.V.P.
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Exercice 1 (3 points)

Partie A : Restitution organisée de connaissance

Inx Inet t
e Onpose:t=Inx donc x=e' et — = —=—
X e e

® Si X— +oo, comme |limInx= +co alors t —» +o0
X—+00

et ot
e comme Ilim— =400 alors |lim —==0

t—+o0 t—+o0 @t

. . Inx )
Conclusion: Im—=Iim — =0
X—+00 X t—+oo @l

Partie B
1) Si x>1 ona: x*-1>0 et Inx>0. Onadoncg(x) >0

2) a) f estdérivable sur [koo[ comme somme et quotient de fonctions dérivables surdd];

1 X X—=Inx

2
, X x>=1+Inx g(xX
FO)=1- N - X2 e

b) CommevYx € [1;+oo[, g(X) = 0 alors f’(x) > 0 doncf est croissante sur [}o0].
I o .
c) Ona:f(x)—x:—ﬂ or lim 2(:O donc Iim f(x)—x=0
X X—+00 X X—+00

La droite ©) est donc asymptote a la courlgé De plus D) est au dessus dé€ car

In x .
—7<0 six> 1.

EXERCICE 2 (5 points)

Pour les candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Partie A

e X
1) a) Comme lim— =+o0 alors lim — =0, donc
X—+00 X eX

X—+o00

lim x2=+c0) par composition

X—+00 1
2 et lim = =0 par produit limf(x)=0
. X
lim X2 0 lim — =0 X—+c0 X X—>-+00
X—+o0 X X—+00 @X

b) f est dérivable sur [Gtoco[ comme produit et composition de fonctions dérivables sur
[0; +oo]. , , ,
f/(x) = e X —2x%e X = e X (1-2%9)

Sur [0;+o0], e > 0 donc le signe dé’ est donné par & 2x2.

2
Sur0i+oo], (=0 o 1-2¢=0 o x= g
On obtient alors le tableau de variation suivant :
X 0 ﬁ +00
2
f/(X) + 0 -
V2 3
—e 2
f(X) / 2 \
0 0
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2) a) Ona:f(x) = —% (-2xe™) or la primitive deu’e” este” donc F(x) = —%e‘xz

b) Ona:

(@) = fo f(9dx = [F(, = F(@) - F(0) = _%e—az + % = %(1_ )

| =

a—+oo

lim e=0

a——oo

lim.e/(a) =
im e -0 parsomme _ lim @ >

a—+oo

lim -a% = —oo} par composition

Partie B

. i . 2 L
1) a) D’aprésles variationsdg six > 1 > % alorsf est décroissante, donc :

Si n<x<n+1, alors f(n+1) < x< f(n) par/linégalité de la moyenne, on obtient
n+1
fln+D[(n+1)—n] < f f()dx< f(N)[(n+1)-n e f(n+1l)<u,< f(n)
n

b) En appliquant I'inégalité ci-dessus a l'ordretn+ 1 pourn> 1,ona:
f(N+2)<Up1 < F(N+1)<up < f(N) donc Uns1 < Uy
La suite (1n) est donc décroissante.

c) On sait d’apres la partie A que : +Iirri(x) =0, donc . IiIn f(n+1)= nIirp f(n=0
etcomme f(n+ 1)< uy < f(N)

D’apreés le théoréme des gendarmes, la suifedonverge vers 0.

ExERrcicE 3 (7 points)

Partie A : Existence et unicité de la solution
1) On ales équivalences suivantes :
1 —X — X
(E):eX:;( o xe€f=1 & x=¢€ & x-€*=0 & fX=0

2) a) f est dérivable suR comme somme et compostion de fonctions dérivable®s@n
a: f'(x)=1+¢€*
Comme ¥xeR, €*>0 alors f’(x) > 0. Lafonctionf est donc croissante sRr

b) Calculons les limites eAco et +oo

X——00

lim —X=+co | Par composition _
par somme limf(x) = —c0
X——00

lim —e* = —oof lim -7 =-co
X——00

X—+00

lim —x=-co) par composition

X—+00 .
_ : “x parsomme  limf(X) = +o
lim -e=0 im -e”*=0 X—+00

X— —00 X—+00

Donc surR, la fonction f est continue (car dérivable) et monotone (croissante) et
0 f (R) = R donc d’'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique
a € Rtel quef(a) = 0. D'aprés la question 1) I'équation (E) admet donc une unique

solutiona.
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1 1 1 1 1
c) Ona: f(é) = 5—76 ~-0,107 et f(1) = 1_5 ~ +0,632 donc f(1)xf (E) <0
. e 1
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, am a [5; 1}

d) Comme la fonctiorf est croissante s, six < « alorsf(x) < O.
Donc six € [0; o[, f(X) est négative.

Partie B : Deuxiéme approche
1) On ales équivalences suivantes :
1+x
gx)=x o 1:exzx o l+x=x+xe& & 1-xe¢=0 o
eX-x=0 & x-€*¥=0 o f(x=0

2) Commex est I'unique solution dé(x) = 0, d’aprés I'’équivalence de la question précédente,
est I'unique solution dg(x) = x

3) gest dérivable suk comme sommes et quotient de fonction dérivableRsur
C(1+€)-(1+xe l+eX-e-xe?  1-xe

g (1 + eX)2 (1+e92  (1+e)?2
e (x-e) —ef(x)
T 1+e)2 (L+e)?
CommeVxeR, i > 0 les fonctiongy’ et f sont de signe contraires.
(1+e¥?

Comme d’apres A 2d)f est négative sur [@[; g est positive sur [x[. g est donc crois-
sante sur [Og[.

Partie C : Construction d’une suite de réels ayant pour limitea
1) Montrons par récurrence quePy : YNeN, O0< Uy S Unyr < @

e [nitialisation

1 1 .
U =0, u1:g(O):§ eta>§ donc 0< up < Up < a. Py est vraie.

o Hérédité
Onadmetque: & U, <Up1<a

Comme la fonctiorg est croissante sur [@], on a:

9(0) < g(un) < 9(un+1) < g(a) or g(0) = % et g(e) = a, donc

1
0< -
2

e Conclusion : par initialisation et hérédité, la propostioR,j est vraie¥n € N

N

Un+1 < Une2 < @ Ppyq estvraie, doncK,) est héréditaire.

2) D’apres la question précédente, la suiig) st croissante et majorée pardonc la suite
(un) est convergente.

3) On sait que la suiteuf) est convergente et que la fonctigrest continue suR (car déri-
vable), donc d’apres le théoréme du point fixe, la lindigst solution de I'équatiog(x) = x.
Commea est I'unique solution de I'équatiog(x) = x, onadonc: £ = «

4) On obtient les valeurs

N 2 3 4 5
U | 0,566 311| 0,567 143| 0,567 143| 0,567 143

Cet algorithme est donc tréfieace car il donne la limite & 18 dés le troisiéme terme !
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Exercice 4 (5 points)

1) a) Ona:

b) Cffigure alafin

c) Ona
V3 1.
b T3 VB (-V3-i)(-V3-3)
b -b 2|——3—}i ~V3+3i 3+9
2 2
_3+3V3i+V3i-3 43I V3
B 12 12 3
d) Ona:

T
br-b 3 2

— 0-b 3.
(BB",BO ) = arg(—) = arg(il] =
Le triangle OBB’est donc rectangle en B.
2) a) Enutilisant I'astuce de la forme canonique, on a:

22+iz—1—(z+})2+}—1—(z+})2—§— z+£’+}i z—ﬁ+}i
B 2 4 ~ 2 4 2 2 2 2

b) Les points M de (E) sont tels qd¢M) = O. Si on consideére I'fixez+ 0de M, ona:

Z+i—%=0 = #:O = ZZ+iZ—l:0

D’aprés la question précédente, Iéx@s des points de (E) vérifient :
z+£3+}i z—£3+}i =0
2 2 2 2)

On obtient alors 2 solutions distinctes complexes :

po-B_ L% oy - BLi
1= T2 " 2= T2 7

[el]

c) Comme on a:|z1] = || = 1, les points E et E correspondants appartiennent donc
au cercle unitél()

3) a) Siz=¢€? alors
Z+i-= = € +i-e'%=cosf+ising +i—cosE6) —isin-o)

= c0SA +ising +i—cosf +isind
=i(2sing+1)
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b) Si M(@@) € (I, alors z = € et donc M'(Z), d’aprés la question précédente est tel

que: Z =i(2sind + 1).
Z étant un imaginaire pur, M’ se situe sur I'axe des ordonnées.
Deplus -1<sinf<l & -2<2sinf<2 & -1<2sind+1<3

Conclusion : I'ordonnée du poimil” est comprise entrel, ordonnée du point C et 3
ordonnée du point A, donc M [A C]

A
3t A
B’
2
11A
B
-1 0 1
E]_ E2
C
-1
PauL MiLan 6 TOURNEZ LA PAGE S.V.P.


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

CORRECTION BAC BLANC DE MATH],EMATIQUES TERMINALE S

EXERCICE 2 (5 points)

Pour les candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

Proposition 1 : Vrai
D’apres les régles de compatibilité avec la congruence, on a :
22=1 (mod3) & (22)” =1" (mod3) & 2"=1 (mod3) & 2°-1=0 (mod 3)
Donc 2"-1 estdivisible par 3

Proposition 2 : Faux

Cela tient au fait que 6 n’est pas un nombre premier. Prenons le commgpie . X =2, ona
alors :

x=2 (mod6) etx?’=4 (Mod6) & x¥*+x=6 (Mod6) & x*+x=0 (mod 6)
or x=2 (mod 3) ce qui contredit la proposition
Proposition 3 : Faux

I manque des solutions. Les solutions sont du type + 8k ; 9 + 12k). Prenons alors une
solution qui n'est pas dans I'ensemble proposée. Soit par exempl21)(9;

Ona: 12x9-5x21=108-103=3 donc (9;21) solution de I'équation.
Pourtant (9;12) n'est pas du type :€410k; 9 + 24k)
Proposition 4 : Vrai

On posem = ppcmg@, b) etd = pgcdg@, b).

’

b; dy 2VEC pgcd’, b') = 1

L'équationdevient:m-d=1 o dab-d=1 & d@b -1)=1

a
On décomposa etb, {

doncd divise 1 etdona = 1. Sid = 1, ona alorsa’t’ —1 =1 soit a’b/ = 2. Commea < b,
onaa =1leth =2. Onendéduita=1etbh = 2.

Conclusion : il existe un unique couple (1 ;2) solution de I'équationd = 1.
Proposition 5 : Vrai
Comme M est divisible par 27, on a donc :
M=0 (mod27) @ abc=0 (mod27) & 100a+10b+c=0 (mod 27)
or 100=19 (mod 27) = 1%=-10b-c (mod 27) (1)

Ona: -
M —-N=abc—-bca=100a+10b+c—-10b-10c—a

=99 -90b-9c=9(11a- 10b - )
Donc d’apres la relation (1), ona: 4% 10b-c = 1la+ 19 = 30a (mod 27)
Onaalors: M-N=9(30a) =27x10a=0 (mod 27)
M — N est donc divisible par 27
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