CHAPITRES 3 ET 4 ; LIMITES, CONTINUITE ET DERIVABILITE D' UNE FONCTION 28 NoveMBRE 2013

Correction contréle de MAtl'\é.MAt;%)e.s
Do _jevdi 21 nvovembre 2013

Exercice 1
Continuité (2 points)

a) Soit une fonctionf définie sur un intervalle ouvert I. Satun élément de I. On dit
gue la fonctionf est continue ea si, et seulement si, lim(x) = f(a)
X—a

Qu

b) Vérifions-le avec la fonction proposée. La limite est unrerfe indéterminéea ,on
multiplie par la quantité conjuguée.

(VI+x-1)(V1+x+1)  1+x-1 X 1

T T ) I D XLk D) Virel

iml-x=1 et lim+yXx=1 par composition limyl+x=1
x—0 x—1 x—0

. . 1 . .
Par somme et quotient (|)IIf‘(X) =5 La fonctionf est donc continue en 0.
X—

EXERCICE 2

Etude d’une fonction (2 points)

a) La fonctionf est une fonction rationnelle dorfcest dérivable sur son ensemble de
définitionR — {2}.

9  (x-2¥-9 (x-5)(x+1)
(x-2¢  (x-2P = (x-2p

() =1-

b) e f/(X)=0 & x=5 ou x=-1
o Le signe def’(x) estceluide X—5)(x+1) car YxeR—{2}, (x-2%>0.
On obtient alors le tableau de variation suivant :

X | -co -1 2 4 +00
F'(x) + 0 - - 0 o+

F(% /1\ \13/

EXERrcICE 3

Calcul de limites (4 points)

a) Ona: 4- x> =(2-x)(2+ x) dou le tableau de signes :

X —00 -2 2 +00
4 — X2 — ¢ + -
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Iim3x-1=5
Onaalors: | Par quotient limox— =
naalors: . 2_q ar quotient limy—-> = —co
X—2 x>2
x>2
. 1 sinx 1
b) ¥x>0 ona: -1<sinx<l & —--<—<«-
X X X
. 1 .1 L . Sinx
lim —= = lim = =0 d'aprés le théoreme des gendarmesona: 4im— =0
X—=+00 X = X—=+400 X X—>+00 X

. _ L . . sinx
La deuxiéme limite estindéterminée. On change la formé+xsinx = x? (1 + T)
D’apreés la limite précédente, on a:

lim X* = 400

X +00 Par produit
lim 1+Siﬂ(:1 XE)rDooX2+XSinX:+OO
X—+00 X
c) Limite composée et indéterminée
1 -
X2+ — 2+} lim 2+}:2 Par quotient
2x+1 X X o X
1 1\ . 1 , 1 iim 2x+1 _ 5
* X(1+—) 1+= Xanjoo1+;(:1 N W)
X X

or lim vx= V2 par composition  lim 2x+1_ V2
X—

X——00 X+1

ExERrcice 4

Vrai - faux (2 points)

a) Faux La fonctionf peut étre négative. Pour que cela soit vrai, il aurait falloiraun
encadrement

X 1N

Soit par exemple f(x) = —x, onabien:¥Yx>0 -X<
et pourtant lim—-x= —oo
X—+00

b) Vrai Pour qu’une fonction du type&/u soit dérivable, il faut queu > 0

Or on a le tableau de signe suivant? — 4 = (x — 2)(x + 2)

X —00 -2 2 +o00
ecal o - p

donc Vxe]-oo,-2[, x¥*—4> 0 donc la fonctionf est bien dérivable sur oo, —2[
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EXERCICE 5

Fonction rationnelle et fonctions auxiliaire (10 points)
1) Etude d’une fonction auxiliaire
a) La fonctiong est un polyndme donc dérivable fur g'(X) = 3x? + 3 = 3(x* + 1)

or YXxeR, x*+1>0 doncg'(x)>0

La fonctiong est donc strictement croissante 8urOn a alors le tableau de varia-

tion suivant ;
X —0 -2 0 +00
g +
8/
g(X) _6/
R

b) D’apres le tableau de variation :
e Si x< -2 alors g(x) < 0. L'équationg(x) = 0 n’a pas de solution.
e Si x>0 alors g(x) > 0. L'équation g(x) =0 n’a pas de solution.

e Si -2 < x< 0 lafonctiong est continue (car dérivable), monotone (croissante)
et g(-2)g(0) < 0, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiares, il existe
unique solution @ € [-2,0] telque g(x) =0

L'équationg(x) = 0 admet donc une unique solution dd&ns
c) A l'aide d’un algorithme par la méthode de dichotomie, @uve :

-1,513< ¢ < -1512 11 itérations
d) Comme la fonctiomy est croissante, on a:

e Si x<a, gX) <0 e Si x>a, gxX)>0

2) Etude de la fontionf

a) Limites indéterminées, on change la formef (e

im X= 4

31— — x|1 = 4 Xoteo Par produit
x3 x3 , 4 _
f(x) = -~ im 1-—=1 et quotient
1 1 X—+00 X .
X1+ = 1+ 1 lim f(X) = +o0
X X lim 1+ =1 Xooo
X—+00 X2

De la méme maniéere, on trouve lif(x) = —co

X——00

b) Lafonctionf est une fonction rationnelle définie Skirdoncf est dérivable suRr.

(K +1)-2x(x* —4)  x(BC+3x-2x+8)  x(x*+3x+8)  xg(x)
(X2 + 1)2 - (X2 + 1)2 O (@+12 @+ 1p

f(x) =
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Cc)e f'(X) =0 & x=0 ou X=a«a
e Le signe de f’(x) estceluide xg(x) car VxeR, (xX*+1)>>0

On obtient le tableau de signe suivant :

X —00 a 0 +o00
X - - 0 +

a(x) - 0 + +

f(X) + 0 - 0 +

On obtient alors le tableau de variation suivant :

X —00 a 0 +o00

f’(X) + 0 - 0 +

w | o

d) Onsaitqueg(a) =0 donc a®+3a+8=0 soit a®=-3a-8
En remplagant danf(«)

a(a® - 4) _a(-3a-8-4) a(-3a-12) -3a(a+4) 3

P+a  3a-8+a  20-8  2a+4) 2"

f(a) =

e) De -1513< a <-1512 onendéduit que-2,270< f(a) = ga < —2,268

f) Si ¢ admet une tangente paralléle & la droite d’équagieax, on a:

3
X(X°+3x+8) 1 & X*+3¢+8x=x"+2¥%+1 & X°+8x+1=0

FR=1 o =

On calcule A = 64+ 4 = 68 on obtient les solutions suivantes en remarquant que

V68 = 217

-8+ 2V17 -8-2vV17
xlz%\/_:—4+\/1_7 ou XzzT\/_=—4—\/l_7

Il existe donc deux points d&; aux points d’abscisses et x, ou la tangente est
paralléle a la droite d’équatiory = X
3) Représentation de la fonctionf

a) On obtient
X -4 -2,5 -1 0 1 2 4
f(x) -4 | =2,707 -2,5 -4 -1,5 0,8 | 3,529

b) On obtient la courbe ci-dessous :
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\

————-=

-~ 4f()
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