CHAPITRE 9 : LES NOMBRES COMPLEXES 301aNvIER 2017

Correction covtrdle de MA‘(‘J’\é.MA‘Ci%)e.S
du _jevdi 26 janvvier 2017

EXERcICE 1
Triangle (6 points)

1) Cffigure ci-apres.

2) a) Zc-2zn  -1+7-2-i -3+6i (-3+6i)(4-2)
Zs-2n 6+3i-2-i 4+2 42 4 22
_-12+61+24i+412 300 _ 3.
- 20 20 2
Zc-2a\_ (3. N Yoy D
b) arg(ZB_ZA)_arg(zl) & (AB ; AC) = >
Le triangle ABC est donc rectangle en A.
3) a)|z—2-i|=1z2-6-3i| © |z—-z|=|z-7 & AM =BM

M se trouve donc sur la médiatrice du segment [AB].
L'ensemble Q) des points M est donc la médiatrice du segment [AB].

b) Calculons les coordonnées du milieu | de [BC].
_Zz+zZ 6+3i-1+7 5+100 5 _
T2 T 2 =T Taptds=

Donc | = E, le point E est alors le milieu de [BC].

4_9+4_\/49+16_\/6_5
4 B 4 2

. . 7
4) a) EB:|zB—zE|:‘6+3l—g—5|‘:‘§—2|‘:

V65 V65
b) |Z—ZE|:T = EM:T

\/_

. 65
Le point M se trouve sur le cercle de centre E et de raygn.

, 65
L'ensembles” des point M est donc le cercle de centre E et de ras}/gjn.

c) Dans un triangle rectangle le centre du cercle circonsertrouve au milieu de
I’hypoténuse. Le point E est le milieu de I'’hypoténuse [BClestdyon de €) est
€gal a la distance EB.%() est donc le cercle circonscrit au triangle ABC, il passe
donc par les points A, B et C.
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EXERCICE 2
Fonction complexe (3 points)
1) If(9=1 & 'ZITZZ =1 & |||Z|i|22|| =1 commei| =1

IZ=1z-2] & OM=AM

L'ensemble (E) des points M est donc la médiatrice du segf@it Comme O et A
sont sur I'axes des réels, 'ensemble (E) est donc perpeladie a I'axes des réels et
donc parallele a I'axe des imaginaires.

2) f(2) est unimaginaire pur si, et seulementf§g) + f(2) =0 © (@ =-f(2

i1z -z o _ C ol o _
T35 5 © 12z-2)=i12z-2) © iz-2z=i1zz-212 &

20(z-2=0 © 2iim@ =0 © Im(2=0

f(2) est un imaginaire pur si, et seulementzsst un réel.

ExERcIcE 3
Forme exponentielle (3 points)
3
cosf = —i 5
1) a) |- V3+il= V3+1=2 et 12 = 6= [21]
sing = >

La forme exponentielle deest donc : y
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= (—V3+i)t = (261%) = 2% 20 _ 10 2r
b) 2 = (- V3+i)' = (2€'F) =2*e!® or 5 =3 =3 [21
donc 72 = 16e7% = 16(003—%” +i sin—z—g) = —8-8+3i
2) A=16-100= -36= (6i)>. OnaA < 0, deux solutions complexes conjuguées.
8 + 6i i 8- 6i )
Z = > =4+3 et 22:7:4—3|
ExERrcice 4
Bac (8 points)
/ 12 4 2
1) a.) 1+i— ' 3 = \/;—73
V3
1 V3 . 3 V3 V3 1 n
COSH—z—T et S|n€—z—?><7—§ donCH—é[Zﬂ]
V3 V3

: 2 .
La forme exponentielle est donc—3 e's

. 2 . 2 .V 4.
b) Zl:1+|£3:_e|g et 22:(—e|€_5) zéel

3 V3 V3

2) a) (z,) est une suite géométrique dahsLa formule est hors programme.

n
On démontre alors la propriét® = (T e'"s par récurrence.
3

e 2 o
e |nitialisation: n=0, ona z5=0 et (—) ex0x5 = 1,

V3

La propriété est initialisée.

e Héredité : Soitn € N, on supposez, = (—) e'"s

V3

2 n+1
montrons quez,,1 = (— ei (n+1)§
V3

Zny1 = (1+i§’)zn = %ei% X(%)nein

La propriété est héréditaire.

[l

1
(3o
3

e s s 2\"
e Par initialisation et hérédité ¥ne N, z, = (%) e'"s

b) Les points O, A d'affixe zy = 1 sont sur I'axes des réels. Pour que Q,eA A,
soient alignés, il faut que £soit aussi sur I'axe des réels. Hxe z, de A, doit étre
réel, donc son argument doit étre égédreaveck € N.

nx%:kzr & n =6k

Les point O, A et A, sont alignés sn est un multiple de 6.
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3) a) On = Zo+1 — Zal = AnAnsa.
d, représente la distance entre les pointefA,, 1.
V3 V3| V3
1+|——1 = IT :?.

3
b) do =121 - 2| = 3

c) On écrit la relation a I'ordren(+ 2), Z,.» = (1 + |§] Z,.1, que I'on soustrait a la

relation a I'ordren.

Zni2 — Zn1 = (1+i§))zn+l_(l+i§3)zn = (1+i§3)(zn+l_zn)

1+i£’

2
3| % |Zos1 — Zo| = —=0h.

V3

V3
d) dhi1 = |Zai2 — Zoial = '(1 iy (Zvi1—2)| =

dn+1 2 . , o . 2
¥YneN, = —, La suite est donc géométrique de raisgr= — et de
& Vs @) g q sQ N
. V3
premier terme dy = 3
V3(2\"
o [ d,=d n—- —|(—]|.
n a alors d, b xq 3(\@)

4) a) D’apres les questions précédentes, pourrtout

2\" (2)” - (2)” (2)” , (2
—| e"|=—] x|[eMs|=|—| x1=(—=] donc|z| :(—) .
(\/ﬁ) V3 | V3 V3 V3

2 n+1
De méme|z,,1| = (73) donc

e L ARE RS REEE)
o= 2 (2] (P () 305
w5 -4

b) On traduit cette égalité en géométrie : DA= OA2 + A A2

n+1*

|Z0l =

D’apreés la réciproque du théoréme de Pythagore, le tridDgl\ ., est rectangle
en A,

En déduire que, pour tout entier natunele triangle OAA ;1 est rectangle en A
c) Cffigure.
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d) Deux possibilités de construction :

e Le triangle OAA5 est rectangle en Adonc le points A est sur la droited
perpendiculaire a (OA passant par A On traced comme la médiatrice d’'un
segment dont le milieu est,A

5t . .
De plusz; a pour argumeﬂg = = + =, on trace alors la droitd’ faisant un

T T
2 3
angle deX avec 'axe des ordonnées.
Le point As est donc l'intersection des deux droitkstd'.
e Le triangle OAA5 est rectangle en Adonc le points A est sur la droited
perpendiculaire a (OA passant par A
De plus le triangle OAA; est rectangle en Adonc As est sur le cercl& de
diamétre [OA)].
Le point Ag est donc l'intersection dé et de%’.

Az

Ao

\]
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