CHAPITRE 2 : RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. LIMITE D' UNE SUITE 11 ocrosre 2018

Correction covtréle de MAtl'\é.MAt;%)e.s
Du mereredi I octobre 2018

EXERcICE 1
ROC (3 points)
Bernoulli voir cours. On pose ensuite, comme 1, q=1+a, aveca > 0.

De I|im 1+ na= +oco parcomparaison ling" = +co

N—+oco0 N—+0co
EXERCICE 2
Limites de suites définies explicitement (4 points)

1) VneN, 2-n+(-1"<2-n+1 & u,<3-n

lim 3—n=—-oc0, parcomparaison limu, = —co.

N—+o00 N—+o00

n

1_1- n n

2) u, =3x 4 —41—} or lim 1 =0 car—1<}<1
ne 1 4 noioo\4] 2

1-=

Par somme et produit: linu, =4
N—+oo

3 . 3
3) U - -2n+3 .n _2+ﬁ n'_'fPoo—ZJfﬁ:Z Par quotient
)u”_n2+3n—5_ 5 . 5 lim u, =0
n+3--— lim Nn+3—- - =+00 N—-+o0
n n—-+co n
4% +3n-1 4?2 +3n-1+(-2n+1)(2n+1) 4n’+3n-1-4n’+1
4) Up= ————-2n+l = =
) Un 2n+1 " 2n+1 2n+1
3 . 3
2n+1 2+}
n

lim 2+ 1_ 2 parquotient limu, = g

N—+o0 n N—+o0

Exercice 3

Vrai faux (5 points)

1) Affirmation A: Vraie
t
thi1 = U1 —5=2Un—5-5=2U,— 10=2(U, — 5) = 2t, donc YneN, ’;—” =2

n
On en déduit que la suitd,| est géométrique de raisap= 2 et de premier terme
Vo=Ug—-5=5
Affirmation B : Vraie
Ona t,=tg"=9%x2" donc u,=t,+5=9x2"+5.
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2) Affirmation C : Fausse

On peut avoir I'impression d’'un théoréme des gendarmess imaanque un élément :
les deux suites "gendarmes" ne convergent pas vers la méiite, ltanc il manque
une des conditions pour que le théoreme s’applique.

Contre-exemple :v, = (-1)"
Les termesy, prennent alternativement les valews et 1 suivant la parité de Les
termes vérifient pour tout > 1 'encadrement donné, efffet :

1 1
“1-S< -1V <11+ =
n n

Mais la suite ¥,,) n"admet par de limite.

3) Affirmation D : Vraie

Il suffit de réorganiser les termes et appliquer la formule de la sodesn premiers
entiers naturels.

Sh=B8%x1+3)+(Bx2+3)+---+(B8xn+3)=8(1+2+---+n)+3+3+---+3

n(n+1) n termes
2

_ 8n(n+ 1)

5 +3n=4r+4n+3n=4n>+7n=n(@n+7)

4) Affirmation E : Fausse
Les termes peuvent étre strictement positifs et convergyasr Q.
1
Contre exemple :w, = o

Tous les termewy, sont strictement positifs mais convergent vers 0.
Remarque : quand on passe a la limite, une inégalité strisferddarge.

EXERCICE 4
Evolution d’une population animale (8 points)

Partie A : un premier modéle
8
1) vn E N, Vn+1 = Vn + ﬁVn = 1, O8\/n.
La suite {,) est donc géométrique de raisgs: 1,08 et de premier terme = 12

2) vig = 12x 1,08 ~ 51,788, soit une population d’environ 51 788.

Ce modéle ne répond pas aux contraintes du milieu naturehcsuite ¢,) diverge
vers+co. En dfet dés la 19année la population dépassent 50 000 individus.

Partie B : un second modéle
1 : . :
1) a) f'(x) = —%x+ 1,25. La fonctionf est croissante si:

P)>0 & ——x+12550 & ——x>-125 ‘S x<1125
90" "™ 90"~

La fonctionf est donc croissante dans l'intervalle [0;50].
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b)

2) a)

b)

d)

3 1, 3 1, %180 ) _
fX)=x & 180x +1,25x=Xx & 180x +0,25x © X<+ 45x = 0.

& X(-x+45)=0 & x=0 ou x=45.

122
=——+12 12 =14 2.
u; 180+ , 25X ,

La population en 2018 est estimée avec ce modéle a 14 200duasliv
Initialisation : n=0, uy =12 donc 0< uy < 45. La proposition est initialisée.
Hérédité : Soitn € N, supposons que € u, < 45 montrons que & Uy,1 < 45.
HR: O<u,<45

Comme la fonctiorf est croissante sur [0,45], elle ne change pas les inégalités

f(45)=45
f(0) < f(uy) < 1(45) (<:)> 0 < U1 <45 car 45 est solution d(x) = x

La proposition est héréditaire.

Conclusion : Par initialisation et hérédité¥n e N, 0 < u, < 45.

u2 —W2+45U,  Uun(-Un + 45)
Upy— Uy = ——= + 1, 250, — U, = —- = )
T n =t 180 180

D’apres la question précédente, on saitaye> 0 et u, <45 = -u,+45> 0.
Donc ¥YneN, u,;— U, >0, lasuite (¢,) est croissante.

La suite (I,) est croissante et majorée par 45, donc, d’apres le théatémsuites
monotones, la suitauf) converge verg avec 0< ¢ < 45.

La suite @,) définie paru,,.; = f(u,) converge verg. Commef est continue sur
[0;50], d’apres le théoreme du point fiXeest solution de I'équatiofi(x) = X.

Cette équation admet deux solutiors= 0 et x = 45, comme (,) est croissante
et Up = 12 alorst > 12, on en déduit donc qué = 45.

D’aprées ce modéle la population va se stabiliser vers 45 10@i0idus.

3) On al'algorithme suivant :

Variables : n, entier, u réel
Entrées et initialisation
n prend la valeup

u prend la valeud.2

Traitement
tant que u < 42faire

1 2
uprend la vaIeUFﬁu +1,25u

nprend la valeun + 1

fin
Sorties : Affichern

On trouve alors : N = 15. Cela se produira donc en 204715 = 2032.
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