TERMINALE S sPi

Exo sur les similitudes

Exevrcice | :
Ecriture complexe

Dans les exercices suivants donner I'écriture complexeadanhilitude directe de
centreQ) d’'afixe w, de rappork et d’anglef.

) w=1+i; k:2;6:g.

2) w=0; k:\/§;9:%.

3) w=1-2i; k=2V2; 9:-%.

Exercice 2 :
Caractérisation d’une transformation

Dans les exercices suivants, étudier la transformatiomééique et préciser les élé-
ments géométriques qui la caractérise :

1) Z=z+2+i _£2 :

2) 7 =742 6) 7 =5 (1+i)z

3) Z=3z-2 7Z=2z+1-i

4 7-37 8) zZ —i=(V3+i)z-i)
. 9) 7 =-2iz+5

5)z= 1+2'\/§z 10) Z = (3+ 4i)z— 4 - 8i

Exercice 3 :
Caractéristiques d’'une similitude directe
Quelles sont les caractéristiques de la similitude suejatiécriture complexe :

Z=(01-V2)diz+i

Exercice 4 :
Discution suivant la valeur d’'un parametre

Soitu un nombre complexe dtla transformation d’écriture complexe :
Z=uz+u-1
1) Pour quelles valeurs dg f est-elle une translation ?

Dans la suite, on supposé # 1
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: -1 : e
2) Montrer que le poin© d’'affixe w = 100 est 'unique point fixe dd .

3) Déterminer les valeur de pour lesquelled est une symétrie centrale et représenter
graphiquement les centre de ces symétries.

4) Déterminer les valeur depour lesquelled est un quart de tour direct et représenter
graphiquement les centre de ces quarts de tour.

5) Caractérisef lorsqueu=1-1.

Exercice S :
Propriété géométrique

Placer deux points distinc et A et construire a la regle et au compas I'imageAde
par chacune des similitudes suivantes, toutes centr€e en

1) angle%r et rapportv2.
2) angle—g et rapportgs.

2n 1
3) angle? et rapporti.

V2

T
4) angle—~ et rapport—.
) ang 5 pp >
Exercice b :
Configurations usuelles

Donner I'angle, le rapport et I'écriture complexe de chacdes similitudes directes
de centreQ) qui transformeA en B puisB enA.

Exercice T :
Moyenne géometrique
Prouver que la similitude directe de centrgui transformeB enC transformeC en

A
Retrouver (?) ainsi qUEC est la moyenne géométrique b et 1B, c’est a dire que

IC = VIAXIB
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Exercice 8 :
ABC est un triangle équilatéral direct de centre de gravitéest le milieu de [AB].

Pour chacune des similitudes directes
Suivantes préciser son rapport et son angle.

a) s; a pour centre B e,(1) = C.

b) s, a pour centre | e$,(A) = C.

C) sz apour centre A e$3(G) = C.

Exercice & :
ABCD est un carré direct.

O est le centre de ABCD et | le milieu D c
de [AB]. Pour chacune des similitudes di-
rectes suivantes, préciser son rapport et son
angle. Y

a) s; a pour centre C e (A) = B.

b) s, a pour centre O ef(l) = C. A " B

Exevrcice 10 :

On considere la figure ci-dessous ou A et B’ sont les images d& B par une
similitude directes:
A =5A) et B =gB)

a) Quel est le rapport d&? 0
b) Construire le point K tel que :# g(K) 1 T
c) Construire 'image pas du cercle de t
centre A passant par O
d) Onpose: O= 5(0O). Le triangle O’AB’
est-il rectangle ? o T ol
e) L'image pars de la médiatrice de [AB]
est-elle parallele & (AB") ? .
f) Soit C le point de coordonnée (81) et
C’ son image pas. Montrer que le tri- B’
angle AB'C’ est isocéle rectangle en C’ )
et calculer son aire

\ 4
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Exercice |l
Similitude et géométrie

Soit sla similitude directe d’écriture complexe :
_3+iV§Z+1—iV§
4 2

1) Préciser son rapport, son angle effi}ee de son centr@.

2) Montrer que, pour out poiri, distinct deQ2, d’'imageM’ pars, le triangleQMM’ est
rectangle eiM’.

z

Exevrcice 12 :
Similitude directe

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direcu(® ), on considere
les pointsA, B, C, D d’affixes respectives :

z=-V3-i , z=1-iV3 , z=+V3+i , zp=-1+iV3

1) a) Donner le module et un argument de chacun des quatrerasmtamplexeg, , zg
, Zc etzp

b) Construire a la régle et au compas les poit8, C et D (on prendra pour unité
graphique 2 cm).

c) Déterminer le milieu du segmer&€], celui du segmentgD].
7
d) Calculerle quotlentz:—B.

A
En déduire la nature du quadrilatex&CD.
2) On considére la similitude directgdont I'écriture complexe estz = €5z + 2
a) Déterminer les €léments caractéristiqueg.de

b) Construire a la régle et au compas les images respeé&ij\est J parg des points
A CetO.

¢) Que constate-t-on concernant ces poiits etJ? Le démontrer

Exercice 13 :
Ameérique du nord 2003

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthono@na, {) d’'unité graphique 1
cm, on considere les pointgAA;, A, d’affixes respectives

Z0=5-4i, zn=-1-4i, z,=-4-i

1) a) Justifier I'existence d’une unique similitude dire&eelle queS(Ay) = A; et
S(Al) = Az.
1-i -3+

b) Etablir que I'écriture complexe d@estz = > zZ+ >

c) En déduire le rapport, I'angle et tiixe w du centreQ de la similitudesS.

d) On considére un poi¥, d’affixe zavecz # 0, et son imagé’, d’affixe Z.
Vérifier la relation .w — Z = i(z— Z) ; en déduire la nature du triangleM M’.
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2) Pour tout entier naturel, le point A,, 1, est défini par A1 = S(A,) et on pose :
Un = AnAni.
a) Placerles pointsf A;, A; et construire geomeétriquement les poings Ay, As, As.
b) Démontrer que la suitel() est géometrique.

n
3) La suite {,,) est définie suN parv, = Ug+ Uy + -+ + Uy = Y Uy.
k=0
a) Exprimerv, en fonction den.

b) La suite {,) est-elle convergente ?

4) a) Calculer en fonction dele rayonr, du cercle circonscrit au triangfeA,An, 1.

b) Déterminer le plus petit entier natuetel que, pour tout entier naturel:
sin> palorsr, < 1072
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Exercice 14 :
La Réunion juin 2006

On completera la figure donnée ci-dessous au fur et a messrquisstions, et on la
rendra avec la copie.

. — — n : . .
ABCD est un carré tel quéAB , AD ) = +§ . Soit | le centre du carré ABCD. Soit J

le milieu du segment [CD].
On désigne pas la similitude directe qui transforme Aen |l et B en J.

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétésagimilitude sDans la partie
A on utilisera des raisonnements géométriques ; dans lagBrtin utilisera les nombres
complexes.

Partie A

1) Déterminer le rapport et I'angle de la similitude

2) On désigne paR le centre de cette similitud€; est le cercle de diametre [All,; est
le cercle de diamétre [BJ]. Démontrer qQeest I'un des points d’intersection dig et
I',. PlacerQ sur la figure.

3) Donner I'image pas de la droite (BC). En déduire le point image sdu point C,
puis le point K image pas du point .

4) On poseh = so s(composée dsavec elle méme).
a) Donner la nature de la transformatio(préciser ses éléments caractéristiques).
b) Trouver I'image du point A pan. En déduire que les points & et K sont alignés.

Partie B

— . -
Le plan complexe est rapporté a un repeke u , 7) orthonormal direct, choisi de
maniere a ce que les points A, B, C et D aient comfi®es respectives 0, 2 ,2 2i et

2i.

1) Démontrer que I'écriture complexe de la similitudeszst EIZ +1+1.

2) Calculer I'glixe du pointQ.

3) Calculer I'dfixe du point E tel que(E) = A. Placer le point E sur la figure.

A B
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Exercice IS :
Amérique du Sud nov 2005
Le plan complex& est rapporté a un repére orthonormal direct(b 7). On pren-

dra pour unité graphique 4 cm. On considére les points A, B,[Cd#affixes respectives
a, b, cetdtelles que:

a=i, b=1+2, c=V2di, et d=3+2i.

On considére la similitude direcsqqui transforme A en B et C en D. Sd¥t un point
d’affixe zet M’, d’affixe Z, son image pas.
1) Exprimerz en fonction dez.

Déterminer les éléments caractéristiques.de
U =0
"Unit 2U,+1 pourtoune N
2) Montrer que, pour tout entier naturel U,,; etU, sont premiers entre eux.
3) Interpréter géométriquement, en utilisant la simildsdles termes de la suif®),).
4) Montrer que pour tout entier naturelu, = 2" — 1.

Soit (U,) la suite numérique définie pa{

5) Montrer que, pour tous entiers naturelst p non nuls tels que > p,
Un = Up(Unp + 1) + Upp.

La notation pgcd{ ; b) est utilisée, dans la suite, pour désigner le plus grandediv
commun a deux entiers natur@lgtb . Montrer poum > p I'égalité

pgcd(Un . Up) = pged(Up, Unp).
6) Soitn et p deux entiers naturels non nuls, montrer que :

ngd(Un’ Up) = Upgedp : p)-

Déterminer le nombre : pg€d.oos Uis) .
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