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2 1 RAPPELS LES EQUATIONS DES PLANS ET DES DROITES DANS L’ESPACE

Ce but de ce ckA,Pit\re est de détermiver [a section d'un plan
Pmmlléle AUX AXesS ae coordovnées et duve surface Now le.»e SAnNS
l'espace.

1 Rappels les équations des plans et des droites dans
I'espace

1.1 Equation d’un plan dans I'espace

L’équation d’un plan dans 'espace est du type :

ax +by+cz+d=0

Deéfivition | : Un vecteur normal 7 a un plan (P) dans I'espace est un

vecteur dont la direction est orthogonal du plan (P). On a alors pour tous
points A et B du plan (P) :

—

AB-1i=0

Si le plan (P) a pour équation : ax + by + ¢z = 0, alors un vecteur normal au
plan (P) a pour coordonnées :

7i(a; b;c)

Rappel :L'équation d"un plan parallele au plan
> (Oxy)est: z=a
> (Oxz)est: y=1b
» (Oyz)est: x=c

1.2 Equations d’une droite

Une droite peut étre déterminée par l'intersection de deux plans sécants ou
par un point et un vecteur directeur.

1) Par deux plans sécants (P;) et (P,). Leurs vecteurs normaux ne sont pas coli-
néaires.

(D) ax+by+cz+d=0 (P)
dx+by+dz+d =0 (P)

Remargue : Les plans (Pp) et(P,) étant sécants, leurs vecteurs normaux ne
sont donc pas colinéaires, donc les coordonnées (a,b,c) et (a’,b',¢") ne sont
pas proportionnelles

2) Droite définie par le point A(x4,y4,z4) et le vecteur directeur ii(a,b, c). Soit
M un point queconque de la droite (D), on a alors :

—

AM = ti
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On obtient alors 1’équation paramétrique de la droite (D) :

X =x4+at
(D) Yy =ya+bt
zZ=12zp+ct

2 Equation d’une surface dans 1’espace

On distingue deux types d’équations qui détermine une surface dans I’espace.
L’équation est soit explicite soit implicite.

2.1 Equation explicite

On dit que l'équation est explicite si 'on peut exprimer une coordonnée en
fonction des deux autres. Par exemple z en fonction de x et y, on a alors :

z= f(xy)
Exemples :
o Unplan: z=2x+y
> Un paraboloide de révolution : z = x? + y?
> Un paraboloide hyperbolique (selle de cheval): z = xy

FIG. 1 — Paraboloide de révolution FIG. 2 — Paraboloide hyperbolique

Remargue : Les deux derniéres surfaces sont des quadriques, c’est a dire que
I’équation est homogene au second degré. Ce sont surtout ces surfaces qui feront
’objet d"un probleme.

2.2 Equation implicite

Lorsqu’il est plus difficile d’extraire une coordonnée en fonction des deux
autres, on laisse 1’équation sous la forme d’une relation entre x, y et z. On a alors :

flxy,2) =0
Exemples :
o Unplan (P): ax+by+cz+d=0
> Sphere de centre O et derayon R: x% +y? 4z = R?
> Cylindre de révolution d’axe (Oz) derayon R: x? +y? = R?
> Cone de révolution d’axe Oz etd’angle a :  (tan? &) z2 = x% + 2

Remargue : Il est encore a noter que les trois derniéres surfaces sont des
quadriques.
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4 3 INTERSECTION D’UN PLAN AVEC UNE SPHERE OU UN CYLINDRE

3 Intersection d’un plan avec une sphére ou un cy-
lindre

3.1 Avec une sphere

Soit la sphere (S) de rayon R. (S) a donc pour équation :
W2t y? 2 =R

Du fait de la symétrie de la sphere, la section avec un plan parallele a (Oxy),
(Oxz) ou (Oyz) aura le méme type de solution. Nous prendrons comme exemple
un plan parallele au plan (Oxy).

L’intersection est donc définie par le systeme :

{x2+y2+zzsz N {x2+y2:R2—a2

zZ=4da zZ=4a

On a alors trois cas possibles :
1) si|a] < R: Cercle de centre A(0,0,a) et de rayon v R? — a?.
2) si|a] = R:Point A(0,0,4)

3) si |a| > R : Aucune intersection

3.2 Avec un cylindre

Remargue : On prendra, pour I'exposé un cylindre d’axe (Oz). Pour un cy-
lindre d’axe (Oy) ou (Ox), on fera une permutation circulaire des résultats obte-
nus.

Soit donc le cylindre (C) d’axe (Oz) et de rayon R. (C) a donc pour équation :
24yt = R

Du fait de la symétrie d"un cylindre, on distinguera deux cas.

a) Intersection du cylindre avec le plan d’équation z = 4.

L'intersection est donc définie par le systeme :
2+ =R
z=a

L'intersection est donc un cercle de rayon R et de centre A(0,0, a)

b) Intersection du cylindre avec le plan d’équation y = b ou x = c.

L’intersection est donc défini par le systeme :

x2+y2:R2 ¥2 — R2 _p2
=
y="b y="0

On a alors trois cas possibles :
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4

1) si |b| < R : Deux droites (génératrices du cylindre) d’équations :

x =V R?—1? x=—VR2—-1?
=b ou y=>

z=1 z=1t

2) si |b] = R : Une droite (génératrice du cylindre) d’équations

x=20
y=»>
z=1t

3) si|a] > R : Aucune intersection

Intersection d’un plan avec un cone

Remargue : Comme pour le cylindre, on prendra pour I'exposé un cone d’axe

(Oz). Pour un cone d’axe (Oy) ou (Ox), on fera une permutation circulaire des
résultats obtenus.

Soit donc le cone (C) d’axe (Oz), de rayon R et d’angle «. (C) a donc pour

équation :

b)

X +y> =A%z avec A =tana
Du fait de la symétrie du cone, on distinguera deux cas.

Intersection du cone avec le plan d’équation z = a.

L’intersection est donc défini par le systeme :

2,2 2.2 2,2 2 2
{x+y z {x+y a

zZ=4da zZ=1a

L'intersection est donc un cercle de rayon |A a| et de centre A(0,0,a). Ce cercle
est réduit a l'origine si a = 0.

Intersection du cone avec le plan d’équation x =aouy = b.

Sil’on considere l'intersection avec le plan x = ¢, l'intersection est donc défini
par le systeme :

2, .2 2.2 2.2 2 2
+y°=A ANzo—y =
{x y z { zZ-—y- =c

xX=c xX=c

Sous cette forme, on peut éventuellement déterminer la surface lorsque ¢ =
0 (deux droites), cependant lorsque ¢ # 0, on ne peut retrouver une forme
connue. Pour retrouver, une forme répertoriée, on va faire un changement de
repere (non orthogonal).

Soit le point A(c,0,0) et le repere (A,7,k), on a alors pour un point M de
l'intersection :

— -

AM = yj+zk
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6 4 INTERSECTION D’UN PLAN AVEC UN CONE

. N — —
Soit un nouveau repere (A, e, € ) tel que:

—

e =AT+k et & =—-AJ+k

—
Si 'on pose (Y, Z) les coordonnées du vecteur AM dans ce nouveau repere,
ona donc:

AM=Ye +7Ze
= Y(AJ+K) + Z(—=AT+Fk)
=AY - 2)7+ (Y + 2)k

On obtient donc les anciennes coordonnées en fonctions des nouvelles, soit :

y=AY-2)
z=Y+Z

Donc I'équation A?z? — y? = ¢? devient :

MY+2)?2P-A(Y-2)?%=c
A2 <Y2+2YZ+Zz—Y2+2YZ—Z2) e

AN3YZ = ¢
C
2= 4\2Y

On reconnait lorsque c n’est pas nul, une hyperbole 2 dont les asymptotes sont
les axes (Aey) et (Aey).

Théeoreme | : Soit C le cone d’équation A%z? = x? + 2.

> La section du cone par le plan (Oyz) (c = 0) est la réunion des droites
définies par les axes (Aey) et (Ae; ).

> La section du cone par le plan x = c (¢ # 0) est une hyperbole (H) de
sommet A(c,0,0) et d’asymptotes (Aey) et (Aey).

lon peut vérifier aisement que e; et e, ne sont pas colinéaires
2Si A = 1, I'hyperbole est équilatere c’est a dire que les asymptotes sont orthogonales
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5 Intersection d’un plan avec un paraboloide de ré-
volution
Remargue : Comme pour le cylindre, on prendra pour I'exposé un parabo-

loide d’axe (Oz). Pour un paraboloide d’axe (Oy) ou (Ox), on fera une permuta-
tion circulaire des résultats obtenus.

Soit donc le paraboloide (P) de révolution d’axe (Oz). (P) a pour équation :
z =22 4P
Du fait de la symétrie du paraboloide, on distinguera deux cas.
a) Intersection du paraboloide avec le plan d’équation z = 4.

L'intersection est donc définie par le systeme :

— 2242 2, .2
{z—x +y N {x +y =a

zZ=4d zZ=4a
On a alors trois cas possibles :
1) Sia > 0 lintersection est un cercle de rayon /a et de centre A(0,0,a).
2) Sia =0 le cercle est réduit a I'origine.

3) Sia <0 pasd’intersection
b) Intersection du cylindre avec le plan d’équation x = aouy = b.

Sil’on considere l'intersection avec le plan x = ¢, l'intersection est donc défini
par le systeme :

2.2 2,2
{z—x +y N {z Yy +c
xX=c xX=c

L'intersection est donc une parabole de sommet A(c;0; c?) et d’axe (Oz)

6 Intersection d’un plan avec un paraboloide hyper-
bolique
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8 6 INTERSECTION D’UN PLAN AVEC UN PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE

Soit donc le paraboloide hyperbo-
lique (P). (P) a pour équation :
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Du fait de la symétrie du paraboloide, on distinguera deux cas.

a) Intersection du paraboloide avec le plan d’équation z = 4.

L'intersection est donc défini par le systeme :

{z:xy - {xy:a
zZ=4a zZ=4a

On a alors deux cas possibles :
_ 2
Y7 %
z=a

L'intersection est donc une hyperbole de sommet A(0,0,a) et d’asymptote
(Ax) et (Ay)

2) Sia =0 Il'équation devient:

L'intersection est donc 'union des axes (Oy) et (Ox)

1) Sia #0 Il'équation devient:
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b) Intersection du cylindre avec le plan d’équation x = aouy = b.

Sil’on considere l'intersection avec le plan x = ¢, l'intersection est donc défini

par le systeme :
{z:xy o {z:cy
X=c xX=c

L’intersection est donc une droite.

c) Surface réglée.

On appelle une surface réglée une surface engendrée par une famille de droi-
tes.

Montrons que le paraboloide hyperbolique (P) précédent est une surface ré-
glée. On considere alors la famille de droites (D, ) :

(D)) {ijy

En effet tout point M de (P) est de la forme M(x;y; xy), donc il existe A = x
tel que M € (D,)

Réciproquement pour tout point M appartenant a la famille de droites (D, ),
il existe x = A tel que M € (P).

Onadonc: (P)={(D,), A € R}

Remargue : On peut donner comme autres surfaces réglées :
> Les cylindres (la famille des droites sont les génératrices)
> Les cones (la famille de droites sont les génératrices)

= Les hyperboloides a une nappe (forme de chateau d’eau)
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