CHAPITRE 2 : PGCD, PPCM. THEOREMES DE GAUSS ET BEZOUT 19 pEcemsre 2012

Contréle de MAtHéMAtiﬁaes
Mardi 18 décembre 2012

Exercice 1
ROC 3 points

1) Démontrer le théoréme de Gauss en utilisant le théoreme de Bézout.

2) aetb sont deux entiers naturels non nuls tels gueb.
Démontrer que : pgcd(b) = pgcda— b, b)

ExERcICE 2

Application du cours 5 points

1) Déterminer a l'aide de I'algorithme d’Euclide le pgcd de 1386 et 546. Euidele ppcm
de 1386 et 546

2) Montrer que les nombres 2013 et 734 sont premiers entre eux.

3) Démontrer que pour tout entier relatjfles entiers (14+3) et (+1) sont premiers entre
eux. En déduire le pgcd(87,31).

4) Soita etb deux entiers naturels tels gae< b. Déterminera etb tels que : pgcd( b) = 6
et ppcméa, b) = 102.

ExERrcICE 3

BAC 4 points
On se propose, dans cette question, de déterminer tous les entiers ketatfgjue

{h

1) Vérifier que 239 est solution de ce systéme.

5 (13)
1 (17)

2) SoitN un entier relatif solution de ce systéme.

Démontrer queN peut s’écrire sous la formd = 1+ 17x = 5+ 13y ou X ety sont deux
entiers relatifs vérifiant la relation X7 13y = 4.

3) Résoudre I'équation X7- 13y = 4 oux ety sont des entiers relatifs.
4) En déduire qu'il existe un entier relakftel queN = 18 + 221k.

ExErcicE 4
Le chiffrement de Hill 8 points
Partie A Inverse de 23 modulo 26
On considére I'équation :H) : 23x— 26y = 1, ou x ety désignent deux entiers relatifs.

1) Vérifier que le couple<{9 ; —8) est solution de I'équatiori).

2) Résoudre alors I'équatiofk}.

3) Endéduire un entiaatel que O a<25et2& =1 (mod 26).
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Partie B Chiffrement de Hill

Le chiffrement de Hill a été publié en 1929. C’est unfitiei polygraphique, c’est a dire qu’on
ne chifre pas les lettres les unes apres le autres, mais par "paquets”. Ortgiéisem exemple
"bigraphique”, c’est a dire que les lettres sont regroupées deuxa de

Etape 1 On regroupe les lettres par 2. Chaque lettre est remplacée par un entiglisamt le
tableau ci-dessous :

A|B|C|D| E|F|G|H|I |J|K|LIM|{NIOIP|QIR|S|T|U|V| W X|Y]|Z
0O(1|2|3|4|5|6|7]|8]| 9|10 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25

On obtient des couples d’entigs; ; x2) oU X1 correspond a la premiere lettrexetcorrespond a
la deuxieme lettre.
Etape 2Chaque coupléx; ; o) est transformé efy: ; y») tel que :

11X + 3% (mod 26)

y1 =
S { Vo = Txa+4x,  (mod 26) 2VECOSYL<25etO<y2<25

Etape 3Chapque coupléy; ; y») est transformé en un couple de deux lettres en utilisant le tableau
de correspondance donné dans I'étape 1. On regroupe ensuite &s lettr

éta

étapel pe 2 étape 3
Exemple: TE = (194) = (1319) = NT
S~— S~——

mot en clair mot codé
1) Coder le mot ST. Variables
2) On décide de construire un algorithme per- |X:( IZ ;_
mettant d’aller plus vite. On propose I'algo- W
rithme suivant : trai tement
a) Coder PALACE et RAPACE 11+ X+3xY > Z

TxX+4xY —>T
Z-E(Z/26)x26—> Z
T-E(T/26)%26—> T
Sortie

AfficherZ, T

b) Que constatez-vous ?

3) On veut maintenant déterminer la procédure de décodage :
a) Montrer que tout couplé ; x) vérifiant les équations du systert®,), vérifie les

équations du systéeme :
4y; + 23y, (mod 26)

(S ) 23X1
2 23x2 19, + 11y, (mod 26)

b) A l'aide de la partie A, montrer que tout cougfle ; xp) vérifiant les équations du
systemgS,), vérifie les équations du systéme
16y1 + Yo (mod 26)

X1
(Sa) { Xo 11y, + 5y,  (mod 26)
c) Montrer que tout coupléxy ; X) vérifiant les équations du systert®s), vérifie les
équations du systéen{8&;)
d) Ecrire un algorithme sur le méme principe que I'algorithme déretgje pour décoder
un mot.
e) Décoder le mot : PFXXKNU

Ce mot étant de 7 lettres, ajouter la lettre W & la fin du mot pour avoir des patguets
deux lettres. Le décodage terminé, on supprimera la lettre dont le code est W
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