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1. DEFINITION

1 Définition

1.1 Fonction numérique

Definition | : Une fonction numérique f d’une variable réelle x est une relation

qui & un nombre réel x associe un unique nombre réel y noté f(x). On écrit alors :

f i RouDf —R
x — f(x)

/\ 1l faut faire la différence entre la fonction f qui représente une relation et f(x)
qui représente I'image de x par f qui est un nombre réel.

ExeMFle :
e f(x) =3x—7 f estune fonction affine (droite)

e f(x) =5x>—2x+1 f estune fonction du second degré (parabole)

2
o f(x)= 23;—1; 3 f est une fonction homographique (hyperbole)

e f(x)=e™ fonction de Gauss (courbe en cloche)

1.2 Ensemble de définition

Defivition 2 : L'ensemble définition d'une fonction f est ’ensemble des va-

leurs de la variable x pour lesquelles la fonction est définie

Exemple :
e Soit la fonction f définie par f(x) = /4 — x a pour ensemble de définition :
Df=]—oco; 4] (4—x>0)

e Soit la fonction ¢ définie par g(x) = a pour ensemble de défini-

x2 —5x —6
tion: Dg=R—{-1;6} (x> —5x—6% 0, x = —1 racine évidente)

e Soit la fonction h définie par h(x) = In(x + 1) a pour ensemble de définition
Dy=]—1;40] (x+1>0)

1.3 Comparaison de fonctions

Defivition 2 : On dit que deux fonction f et g sont égales si et seulement si :

e Flles ont méme ensemble de définition : D = Dg
e Pour tout x € Dy, f(x) = g(x)
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1. DEFINITION

Exemple : Les fonction f et g définies ci-dessous, sont-elles égales ?

x—1 vVx—1
fo =153 e sk ="

Déterminons leur ensemble de définition :
x—1
x+3
e Pour g, ondoitavoir: x =1 >0 et x+3 >0, d’ott Dg = [1;400[

e Pour f, on doit avoir : >0, d'ott Dy =] —00;=3[U[1; 00|

e Onadonc: Dy # Dy. Les fonction ne sont donc pas égales.

/\ On remarquera cependant que sur [1;4oo[,ona f(x) = g(x)

Defivition 4 : Soit [ un intervalle et soit f et ¢ deux fonctions définies sur L

On dit que sur I :

e f<g & Vxel f(x) <g(x).

e f20 & Vxel f(x)>0.

e festmajorée & IMeR, Vxel f(x) <M.

e festminorée < Ime R, Vxel m< f(x).
m

e festbornée & Im, MEeR, Vx €1, < f(x) < M.

Remargue : Larelation d’ordre pour les fonctions n’est pas totale car deux fonc-
tions ne sont pas toujours comparables.

Soit les fonctions f et ¢ définies sur R par : f(x) = x et g(x) = x?. On a par
exemple :

(3 e (D) ss(h) @2 e @ <50

Exe.MPle. :

e Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = x(1 — x). Démontrer que f est
majorée sur R.

On met la fonction sous la forme canonique :

fr)= -2 +x=—(2—x)=— (x_%>2+31

1 1
La parabole représentant f est tournée vers le bas et de sommet S (E ; L_L) .
La fonction f est donc majorée par T

e Montrer que la fonction ¢ définie sur R par g(x) = 4sinx — 3 est bornée.

On a pour tout x € R :
—1<sinyx<1 & —4<4sinx<4 & —-7<4sinx—-3<1 & —-7<g(x)<1

g est donc bornée par [—7; 1].
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2. PARITE D’UNE FONCTION

M

N |
IR | N

- m
f majorée f minorée f bornée

\

Propriete | : Si f une fonction est monotone sur un intervalle I = [a ; b] alors

f est bornée.

Deémonstration : Supposons que f est croissante sur [a ; b] (le cas f décrois-
sante se traite de facon analogue).

Soit x € [a; b],i.e. a < x < b, comme f est croissante, elle conserve la relation
d’ordre, d’ott f(a) < f(x) < f(b). On peut prendre m = f(a) et M = f(b), f est
donc bornée.

2 Parité d’une fonction

2.1 Fonction Paire

Deéfivition S : On dit quune fonction f est paire sur Dy ssil'ona:

e Son ensemble de définition D est symétrique par rapport a l’origine.
e Vxe Dy, f(—x) = f(x)

Exemple : Les fonctions suivantes sont paires sur leur ensemble de définition :

sin x 2

fi(x) = X2, fa(x) = 5x* +3x%—1, fa(x) =cosx, fa(x)= . f5(x) =e*

Remargue : Le terme « pair » doit son nom au fait que les fonctions polynémes
qui ne contiennent que des termes de puissances paires vérifient: f(—x) = f(x)

Propriete 2 : La représentation

d’une fonction paire est symétrique par
rapport a I’axe des ordonnées.
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3. AUTRES SYMETRIES

2.2 Fonction impaire

Defivition 6 : On dit qu'un fonction f est impaire si et seulement si l'on a :

e Son ensemble de définition D est symétrique par rapport a l’origine.
e Vx € Dy, f(—x)=—f(x)

ExeMPles :

Les fonctions suivantes sont impaire sur leur ensemble de définition :

filx) =23, folx) =sinx, f3(x) =tanx, f(x)4= %, fs(x) = 4x® — 3x

Remargue : Le terme «impair » doit son nom au fait que les fonctions po-
lyndémes qui ne contiennent que des termes de puissances impaires vérifient :

f(=x) = ~f(x)

Propriete 3 :  La représentation 0
d’une fonction impaire est symétrique % SR N
p y q M’ < f(—x)
par rapport a l'origine. LS
—X O \ > ~ i
x S ~ - |
~ \ |
fO) - ---= M

3 Autres symétries

3.1 Symétrie par rapport a un axe vertical

—

Théoreme | : Soit A(a; 0) dans le repere (O, 7, 7)

Si un point M a pour coordonnées (x ; y) dans un repere (O, 7, 7) et (X; Y) dans
un repere (A, 7, 7), alors, on a les relations :

X=x—a
Y=y

Soit ¢ 1a courbe de la fonction f dans le repere (O, 7, 7) . La courbe s est symé-
trique par rapport a 'axe x = a si et seulement si la fonction ¢ dont la courbe
est ¢ dans le repere (A, 7, 7) est paire.

Remargue : On peut aussi montrer que f(a+x) = f(a —x)
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3. AUTRES SYMETRIES

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x? —2x — 1.
Montrer que € est symétrique par rapport a I'axe x = 1.

—

On change de repere passantde (O, 7, 7) a (A, 7, 7). Onales relations suivantes :

X=x-1 1 (P
Y = f(x) . v
{x:X+1 /
_ 2 _ _ : : ‘
gX)=(X+1)2-2(X+1)—1 - D pE—
x:X—|-1 < ) / :
~
gX)=X>+2X+1-2X-2-1 1\\ *
{x:X+1
-2

§(X)=x*-2

\

Comme la fonction carrée est paire, la fonction g est paire et donc la courbe ¢ est
symétrique par rapport a la droite y = 1.

Remargue : Autre méthode: f(1+x)= f(1—x) en effet:
fl+x)=1+x)?-21+x)—1=1+2x+x>-2-2x—-1=x*-2

fl-x)=1-x?-21-x)—1=1-2x+x>-2+2x—-1=x*-2

3.2 Symétrie par rapport a un point

Théoreme 2 : Soitl(a; b) dans le repere (O, 7, 7) .

Si un point M a pour coordonnées (x ; y) dans un repere (O, 7, 7) et (X;Y) dans
un repere (I, 7, 7), alors, on a les relations

X=x—a
Y=y—-0b
Soit ¢ la courbe de la fonction f dans le repere (O, 7, 7) . La courbe ©r est symé-

trique par rapport au point I(a ; b) si et seulement si la fonction ¢ dont la courbe
est ¢ dans le repere (I, 7, 7) est impaire.

Remargue : On peut aussi montrer que f(a+x)+ f(a —x) =2b

Exemple : Soit la fonction f définie sur R — {1} tel que f(x) = 2;_; 11.

Montrer que ¢ est symétrique par rapport au point I(—1; 2).

—

On change de repere passant de (O, 7, ) a (I, 7, 7). On a les relations suivantes :
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3. AUTRES SYMETRIES

{X:x+1 A x:X_Zl(X—l)—l A x:X_21X—3
Y=f(x)-2 §(X) =41 2 g(X) = =5~ -2
x=X-1 x=X-1

{g<x>—2X§2X v {g(X)%

Comme la fonction inverse est impaire, la fonction g est impaire et donc la courbe
de ¢ est symétrique par rapport au point L

ReMAv-%ue : Autre méthode :

f(=1+x)+ f(=1-x)

B 2(=1+x) 2(-1—x) 4
14 x+1 —1-—-x+1 M’
_—2+2x_—2—2x I
X X X 2 >
Y:y_zv M
=4 =2x2 A
y
Y
4 o O

x+17

Y

3.3 Des représentations déduites par symétrie

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x> — 3x% + 1 représentée ci-dessous.

1) Déduire les courbes des fonctions g, , 4

h et k définies sur R par : Cy

2) g(x) = —f(x)

b) h(x) = f(x)] |

0) k(x) = f(—x) T
2) On définie sur R la fonction F par :

F(x) = f(Ix])-

a) Démontrer que la fonction F est
paire

b) En déduire la représentation de F

googoguoobobbobbooooooooboon

1) a)
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3. AUTRES SYMETRIES

. I
La courbe % est I'image de ¢ par 34 |
2z ) I 7 |
la symétrie par rapport a 1’axe des |
abscisses. 21 ,'
g | 6f
LTS ,'
/ \ |
/ \ -
D /’\i / Vi 2
i \
1—1 \ !
I k !
] \ !
\
:I 2 3 /
\ /
! \ |
1 —3 Nz
I
|
]

c) La courbe ¢} est I'image de ¢ par
la symétrie par rapport a 1’axe des
ordonnées.

b) On déduit la courbe %}, en
faisant une symétrie par rapport

al’axe des abscisses uniquement
lorsque f(x) < 0.

= f(I =x[) = f(]x]) = F(x)

2) a) On a pour tout x réel : F(—x)
La fonction F est donc paire.

b) On déduit la courbe %F de la courbe
¢r en faisant une symétrie par rap-
port a I'axe des ordonnées unique- 2

mentsix <0
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4. TRANSLATION

4 Translation

Théoreme 3 : Soit une fonction f définie sur un intervalle I. Soit € sa courbe

représentative.
Soit les les fonction g et £, les fonctions définie respectivement sur | et I tel que |
est l'intervalle I décalé vers la droite de a par :
gx)=f(x—a) et h(x)=f(x)+b
On détermine les courbes % et ¢, en faisant une translation de vecteurs respectifs

atetbjdela courbe ¢

4.1 Translations horizontales

| )
i @
N
1 N

\

flx) = -3 +1 f(x)=Inx Dy =]0;+oo]

g(x) = f(x-2)=(x-2°-3(x—2241  g(x) = f(x+3)=In(x+3) Dy =]—3;+oco

4.2 Translations verticales

~

flx)=x% =322 +1 f(x) =Inx Dy =]0;+oo]

g(x)=f(x)+2=x>-3x*+3 g(x) = f(x) =3=Inx+3 Dy =]0;+oo|
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