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Relations bivaires. Relations

A'é.cLuiVAJ edee et d'ordre

1 Relations binaires

EXERCICE 1

Soit E un ensemble et &Z une relation binaire sur E. On définit sur E une relation
Z' sur E appelée « cloture transitive de % », par :

Vx,x' € E, xZ" ¥ <

dn e N*/ Ixp,x1,...,xs EE/ x=1x¢ et x, =x" et Vk € [0,n—1], xx Z xp1
a) Soit un arbre correspondant a une re- 3
lation Z#, trouver l'arbre correspon- /
dant a la relation 2" 1 —Qz \
\ 4

b) Montrer que Z " est transitive.
c) Montrer que si Z est réflexive alors Z'" est réflexive.

d) Montrer que si Z est symétrique alors 2" est symétrique.

2 Relation d’équivalence

EXERCICE 2

On définie la relation # sur Z x N*par: (p,q) Z (v',q") < pq =p'q

Montrer que # est une relation d’équivalence.

EXERCICE 3

Soient E et F deux ensembles et une application f : E — F. On définit une
relation =¢ surE par x =ry & f(x) = f(y)-

a) Montrer que =y est une relation d’équivalence et décrire ses classes d’équi-
valence.

b) Pourtout x € E, onnote x la classe d’équivalence de x. Les éléments de X ont
la méme image par f que 'on note f(¥). On définit ainsi une application f
dans I'ensemble quotient E/ = dans F. Montrer que f est injective.

PAUL MILAN 1 CPGE - L1 - ALGEBRE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

EXERCICES

3 Relation d’ordre

EXERCICE 4

Soit f : R — R une application. On définit une relation <y sur R par
x<py & fly) = flx) =y — x|

a) Montrer que infy est une relation d’ordre.

b) Montrer que inf rest totale si, et seulement si,
o,y €R, [f(y) = f(x)| = |y — x|

c) A quoi la relation <pq,, est -elle égale ?

EXERCICE 5

Soit E un ensemble et < une relation d’ordre sur E.

1) On définit une relation <° sur E X E par:
() ° (Ly) & x<xx ety<xy
a) Montrer que =<’ est une relation d’ordre.
b) Montrer que si E posseéde au moins deux éléments, <° n’est pas totale.
2) On définit un relation <* sur E X E par:
(x,y) " (X,y) & x<xx ou (x=x"et yxy)
a) Montrer que <* estunerelation d’ordre appelé lexicographique sur E x E.
b) Montrer quesi < est totale alors <* est totale.

3) On se place dans R avec < I'ordre naturel <. Soit (xo,y9) € R?. Représenter
graphiquement I’ensemble des majorants de (xg, yo) pour <° et <*.

EXERCICE 6

1
Dans Z(R) muni de la relation d’inclusion C, 1'ensemble { {—E , n} } possede-
nelN*
t-il un plus grand éléments ? une borne supérieure ?

EXERCICE 7

Dans IN muni de la relation de divisibilité |, 'ensemble {2"}, _; possede-t-il un
plus petit élément ? une borne supérieure ? une borne inférieure ?

EXERCICE 8

E est’ensemble des couples (I, f) constitués d'un intervalle I de R et d"une fonc-
tion f : I — R

On définit sur E une relation < par :

(L)=8) & Ic]etg,=f

a) Montrer que < est une relation d’ordre.

b) L'ensemble des couples ([e,+co[, In), € décrivant IRY, posséde-t-il un plus
grand élément ? une borne supérieure ?
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