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1. APPLICATIONS LINEAIRES ET EQUATIONS LINEAIRES

1 Applications linéaires et équations linéaires

1.1 Définition

Defivition | : Soient E et F deux K-espaces vectoriels.

On appelle application linéaire, ou homomorphisme d’espaces vectoriels, de E
dans F I'application f qui conserve les combinaisons linéaires :

Vx,y€E, VyeF f(Ax+py)=Af(x)+pf(y)

L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté .Z(E, F).

e Si F =E, onappelle f endomorphisme de E.
L'ensemble des endomorphisme de E est noté .#(E)

e Si F =K, on appelle f forme linéaire de E

Remargue :

e Une application linéaire traduit en quelque sorte la « proportionnalité » entre
espaces vectoriels.

e Homomorphisme veut dire méme structure.

e Si f est une application linéaire de E dans F alors f(0g) = Of

Eneffet: f(Op) = f(Oe +0r) = f(O) + f(0e) = f(Or) = OF
Exemples : Les exemples sont nombreux, en voici quelques uns :

e L'application (a,b,c) L, (b—a, 2c+b) estlinéaire de R® dans R?.

Pour le montrer, c’est un jeu d’écriture : V(a, b,c), (a’,b',c') € R3, VA, u € R

flA(a,b,c) +u(d, b, ) = f(Aa+ua' , Ab+ub’, Ac+ uc')
= (Ab+ub' — Aa—ua’, 2Ac +2uc’ + Ab+ ub')
=[Ab—a)+u® —a'), AM(2c+b) +u2d +0")]
=Ab—a,2c+b)+u(b —d,2d+¥)
— Af(a,b,0) + pf(@, )

Idg est un endomorphisme sur E. En effet :

Vx,y € E, YA,y € R, Idg(Ax+ py) = Ax + puy = Aldg(x) + pulde(y)

L'application P s P! de dérivation est un endomorphisme de K[X]

L'application P =N P(x) d’évaluationen x € K est une forme linéaire de K[X]

1
L'application f SN / f(x)dx estune forme linéaire de %(]0, 1], R).
0

PAUL MILAN 2 CPGE L1 - ALGEBRE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

1. APPLICATIONS LINEAIRES ET EQUATIONS LINEAIRES

D’autres applications ne sont pas linéaires
e DeR?dansR: (a,b) N x—y+2 car f(0,00=2+#0

e DeR?>dans R: (a,b) Ly 2 +y? car f[2(1,1)] = f(2,2) =8 #2f(1,1)

1.2 Homothétie vectorielle

Defivition 2 : Soient E un K-espace vectoriel et A € K. On appelle homothétie

E—E

deEd t A, l'end hi : AMldg &
e E de rappor endomorphisme E {x R

1.3 Composition d’applications linéaires

Théoreme | : Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels.

La composée de f une application linéaire de E dans F suivie de g une application
linéaire de F dans G est une application linéaire de E dans G.

Vf e #(EF), Vg€ Z(EG), gofe Z(EG)

Deémonstration : Vx,y € E, VA, u € K:
feZ(EF

(gOf)(AHﬂy) A0 o f () + ()] 5
Mg o f)(x) +p(gof)(y)

5O N glf ()] + uglf ()]

Exemples :

e L'application P s XP' estun endomorphisme de K[X].
f

Les applications P —— P’ et P 25 XP sont linéaires donc I'application

¢ = g o f estlinéaire.

1
e L'application f SN / f(e')dt estune forme linéaire de %'([0,1], R)
0

1
Les applications f +—— foexp et fr— / f(x)dx sont linéaires donc l'ap-
0

plication ¢ = v o u est linéaire.

1.4 Image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire

Théoreme 2 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F)
e L'image d'un sous-espace vectoriel de E par f est un sous-espace vectoriel de F
e Im f = f(E) estun sous-espace vectoriel de F tel que :

f surjectivede Esur F & Imf=F
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Deémonstration : Soit A un sous-espace vectoriel de E.

e f(A)CF
.{OEEA = 0p € f(A)

f(0g) = OF

y=f(x) ety =f(x)
Ax+ux' € A = Ay+uy € f(A)
fAx 4 px') = Af(x) + uf (x')

. Yy e f(A)
VA, u e K !

Théoreme 2 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € Z(E,F)
e Pour toute partie X de E:  f [Vect(X)] = Vect[f(X)]
e Si E possede une base (¢;);c; : Im f = Vect [f(e;)]

iel

Remargue : On rappelle que Vect(X) est I’ensemble des combinaisons linéaires
que 'on peut faire avec les vecteurs (x;);c; de X ot1 I est un ensemble d’indices.

Demonstration : f (Vect(X ({Z;A xl}> f I {Z;Af X; } = Vect [f(X)]

Pour une base (¢;)jc; de E: Im f = f(E) = f [Vect(e;)ier] = Vect [f(ei)];c;

Exemple : n € IN¥, soit f 'application dérivation des polynémes sur K, [X].
(1,X,X2,...,X") estune base de K,[X]

Im f = Vect [f(l),f(X),f(Xz), .. .,f(X”)] = Vect (0, 1,2X, .. .,nX”’1>
= Vect (1, X, ..., X”_1> = K,_1[X]

1.5 Matrice et application linéaire

Defivition 23 : Soit A € A, (K).

L'application X — AX de K” dans K" est appelée 1’application linéaire canoni-
quement associée a A.

Remargue : L'idée est d’associer a une matrice une application linéaire. On prend
pour KP? la base canonique d’ot1 le terme « canoniquement ».

A\ Lapplication est définie de IK” dans K" pour des raisons de compatibilité.

Exemple : L'application f4 associée a la matrice (2 x 3), A = (g 411 g) est

définie de R® dans R? par:
X
012 y+2z fa
(3 4 7) (g) (3x t 4y +7z ) donc (x,y,2) = (y+ 2z, 3x + 4y + 7z)
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1. APPLICATIONS LINEAIRES ET EQUATIONS LINEAIRES

Delivition 4 : Soit A € Mu,p(K) de colonnes Cy, G, ..., Cp.

On appelle image de la matrice A, notée Im A, 'image de son application linéaire
canoniquement associée : X — AX de K? dans K".

ImA = Vect(Cl, Co, ..., Cp)

Démonstration : Soit (ei)1<i<p labase canonique de K”

Im A = Vect [f(e,')]lgigp = Vect(Aei)Kigp = VeCt(Ci)lgigp

N R =
W N W
Q1 W

Exemple : Soit la matrice A = ( ) donc f, définie de R® dans R3
d’otu

Im A = Vect[(1,1,2), (3,2,3), (4,3,5)] = Vect[(1,1,2), (3,2,3)]
car (4,3,5)=(1,1,2)+(3,2,3)

Im A est le plan vectoriel définie par les vecteurs (1,1,2) et (3,2,3)

1.6 Noyau d’une application linéaire

Defivition S : Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F).
On appelle noyau de f, I'ensemble, noté Ker f, défini par :

Ker f = f1({0F}) = {x € E, f(x) = Op}
Soit A € 4, (K)

On appelle noyau de A, noté Ker A, le noyau de son application linéaire canoni-
quement associée.

Remargue : E r

e Ker f est 'ensemble des solutions de
I’équation linéaire homogene :

f(x) =0p

e Ker f est 'ensemble des éléments
«invisibles » de E pour f car pour

x€E keKerf, f(x+k)=f(x)
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1. APPLICATIONS LINEAIRES ET EQUATIONS LINEAIRES

Théoreme 4 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F).
e Le noyau de f est un sous-espace vectoriel de E o1 'on peut lire 'injectivité :
f injective < Ker f = {0}

e Soit A € #,,,(K), lenoyau de A est un sous-espace vectoriel de IK?

Demonstration :

e Kerf CE

e f(0g) =0k donc Of € Ker f

o Vx,x' €Kerf, VA,u €K, f(Ax+ux') = Af(x)+ uf(x") = AOp + uOp = Of
Ax 4 pux" € Ker f

Remargue : Pour montrer l'injectivité de f, comme O € Ker f, il suffit de mon-

trer que: Ker f C {0g}

Exemples :

f

e L'endomorphisme dérivation P — P’ de K[X] a pour noyau Kg[X]
1 3 4
e Soit A=(1 2 3| et Cq, Cy, Cs3ses colonnes.
2 35
1 0 1
CG=C1+C & 1+CG—C=0 & A 11=10 = 1] eKerA
-1 0 -1

e L'endomorphisme f N f x sin sur 'ensemble RR des fonctions définies de
R dans R n’est pas injectif mais sa restriction aux fonctions continues % (R, R)
est injectif. En effet

— Ker ¢ est I'ensemble des fonctions f pour lequelles Vx € R, f(x)sinx = 0.

D’apres les zéros de la fonction sin, f doit étre nulle sur R/ tZ mais peut ne
pas étre nulle sur 7Z. Ker ¢ # {Ogr} donc ¢ n’est pas injective.

— Si l'on restreint ¢ aux fonctions continues, la seule fonction qui s’annule sur
R/ 7tZ est la fonction nulle donc Ker ¢4 g ) = € (R,R) NKer ¢ = {Ogr}
etdonc ¢4 (R R) est injective.

1.7 Solution d’une équation linéaire

Théoreme S : E et F deux K-espaces vectoriels, f € Z(E,F) et yp € F

e Si yo €Imf, I'équation f(x) =yp n’apas de solution.

e Si yp €Imf, I'équation f(x) =y estun sous-espace vectoriel affine de E
de direction Ker f
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Remargue : Sil'équation admet des solution, comme dans les équations dif-
térentielle, la solution générale est la somme d’une solution particuliere et de la
solution générale de la 1’équation homogene.

Deémonstration :
e Si yp & Imf, il estimmédiat que I’équation n’admet pas de solution.

e Si yp€Imf, I'équation f(x) = yo admet des solutions, soit xo une solution
particuliere et x la solution générale, on a alors :

f(x ) = Yo  pardifférence
=
{f (x0) = yo

x—xp€Kerf & x¢&xp+Kerf

fx) = flxg) =0F "B flx—x)=0F &

L'ensemble des solutions est1’ensemble x+ Ker f donc un sous-espace affine
de E de direction Ker f

Exemple : Déterminer la forme explicite de toute les suites récurrente d’ordre 2
telle que w42 = 3uy41 — 2u, — 4.

e On crée l'application linéaire de RN dans RN : (u,,) s (Upsp — Buyy1 + 2uy)
on doit résoudre 'équation ¢[(u,)] = (—4).

e Lessolutions de I’équation homogene associée sont les suites récurrentes d’ordre
2 de polynome caractéristique X? —3X +2. Ce polyndme a pour racine 2 et 1.
Donc les solutions de 1’équation homogene sont de la forme (A2" 4 p)

e On vérifie que la suite (4n) est une solution particuliere de ’équation générale :
4[(n+2) =3(n+1)+2n] =4(n+2—3n—3+2n) = —4.

e La solution générale sont les suites de la forme : u,, = A2" + p +4n

1.8 Isomorphismes

Defivition 6 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels.

e On appelle isomorphisme de E sur F toute application linéaire bijective de E
sur F.

e Un isomorphisme de E sur E est appelé automorphisme de E.
L’ensemble des automorphismes de E est appelé groupe linéaire de E, noté
GL(E).

e On dit que F est isomorphe a E, s'il existe un isomorphisme de E sur F.

Remargue : Sideux espaces vectoriels sont isomorphes, cela signifie que ces es-
paces vectoriels sont « identiques » du point de vue vectoriel ou que I'application
linéaire qui les relie, « préserve » la structure vectoriel.

EX&MPI&S :

e L’application de R> dans C : (x,v) »L> x + iy est un isomorphisme.
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1. APPLICATIONS LINEAIRES ET EQUATIONS LINEAIRES

e L'application f — (f',£(0)) est un isomorphisme des fonctions de dérivées
continues ¢! (R, R) sur le produit des fonctions continues et R : €' (R, R) x R

Pour montrer la bijectivité, on peut exhiber la réciproque ¢~

V(g,a) € Z(R,R) xR, ¢ '(g,a) : x»—>a—i—/0 o(t) dt

Théeoreme 6 : Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels.

e Si f et g sont respectivement des isomorphismes de E sur F et de F sur G alors,
g o f est un isomorphisme de E sur G.

e Si f est un isomorphisme de E sur F alors f ! est un isomorphisme de F sur E.

Théeoreme T : Soit A € .#,(K) une matrice carrée.

Ainversible < f4 automorphisme de K"

Exem;:le : Soit la matrice A = (g ;)
31

5 2

det A = ‘ 5 5

‘ =1 # 0 donc A estinversibleet A~! = ( 2 _1)

L'application canoniquement associée (x,y) Ja, (3x+y, 5x+2y) estun auto-
morphisme de IR?.
-1

L'application réciproque est alors (x,y) 'fi> (2x —y, —5x +3y)

Théoreme 8 : Isomorphisme et dimension.

e Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Si E est isomorphe
a Falors dimE =dimF

e Réciproquement, si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie
telsque dimE = dimF alors F est isomorphe a E.

e Pour n € IN*, tout K-espace vectoriel de dimension 7 est isomorphe a K"

Remargue : Le dernier point est trés intéressant. On connait tout d’un espace

vectoriel de dimension finie si I'on connait sa dimension. A une isomorphisme
pres, les espaces de dimension finie sont les espaces K".

Deéemonstration :
e f bijective montrons que dimE = dimF.

Soit (e;)1<i<n une base de E. f est surjective donc F = Im f = Vect [f(ei)]lgign
F est engendré par (f(e;));<;c, donc dim f <n

Montrons que (f(e;);<;<, est une famille libre de F.
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2. LIEN ENTRE NOYAU ET IMAGE

n PSRy, n n
Z Aif(ei) =0 hnglte f [2 )\iei] =0 & Ajej € Kerf
i=1 i=1 i=1
c e ! (e;) base
f est injective donc Z Aieg=0 & AM=---=A,=0

i=1

(f(ei))i<icy, estlibredonc dim F > n et par suite dimE = dim F = n

e E de dimension finie n € IN*. Montrons que E est isomorphe a K".

Soient I = [1,n] et (e;)jc; une base de E.

Soit 'application de K" dans E, (x;)ic] N Z x;e;. @ estlinéaire car :

icl
P[A(x) + u(x))]ier = @[(Axi) + (uxi)]ier = Y_(Axj +pxi) =AY xi+u)_x;
icl icl icl

= Al(xi)ier + nol(x))]ics
¢ est bijective car (e;);c; est une base de E donc:
Vx € E, 3!(xi)ier € K", x =) xie; = ¢[(xi)]ics
iel
e Si E et F ont méme dimension finie n donc E est F sont isomorphe a K" dont E
et F sont isomorphes entre eux.

Théeoreme & : Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f € Z(E,F) et (e;)ic;

une base de E.

f est un isomorphisme de E sur F si, et seulement si (f(e;));c; est une base de F

2 Lien entre noyau et image

2.1 Rang et dimension

Defivition T : Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f € .Z(E, F).
Si Im f est de dim. finie, on appelle le rang de f, noté rg( f), la dimension de Im f

Théoréeme 10 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f € Z(E, F).
e Si F est de dimension finie : rg(f) < dim F égalité si f surjective

e Si E est de dimension finie: rg(f) < dimE égalité si f injective

Deémonstration : E et F de dimension finie

eImfCF = dimImf<dimF = rg(f) <dimF
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e Soit I = [[1,n] et (e;)jc; une base de E.
Im f = Vect[f(eiler = Imf<n = rg(f) <dimE

Remargue : SiE et I sont de méme dimension finie et f injective ou surjective
alors f est bijective car

e finjective = rg(f) =dimE =dimF = f surjective
e fsurjective = rg(f) =dimF =dimE = f injective

2.2 Théoréme du rang

Théoreme |l : Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f € £ (E, F).
e Silsupplémentaire de ker f dans E, alors f|; est un isomorphisme de I sur Im f

e Si E de dimension finie alors dim E = dimker f + rg(f)

Deémonstration : Par restriction fir linéaire dans Im f et E = I & Ker f :
o ker fy =INKerf={0p} = f|;injective.
e SoityeImf, dx€E, y= f(x),
or on peut décomposer x =i-+k avec i € [ et k € Ker f donc
£(x) = Fi+K) = F(i) + F(k) = (i) + 0 = fii(i) = fi; surjective.
e f|; est bijective donc est un isomorphisme de I sur Im f.
e Si E est de dimension finie alors Ker f posseéde un supplémentaire I dans E.

f|1 est un isomorphisme de I sur Im f :
rg(f) =dimIm f = dim I = dim E — dim Ker f

1 2 -1
Exemple : Onpose A= (2 —1 8| donc fa estlinéaire de R3 dans R3
1 1 1

Déterminons Im f par triangulation (pivot sur les colonnes) et Ker f en partant
de la matrice identité :

1

0

0

1 2 -1
2 -1 8
1 1 1

0
1
0

1 0 0\ <« C—2C — L =21
2 —5 10 e CatCr — 0 10
1 -1 2 3T 0 01
1 0 0 1 -2 -3
27 _5 0 — CG+2C — o 1 2
1 -1 0 0 0 1
ImA: KerA:
Vect[(1,2,1), (0, -5, —1)] Vect[(—3,2,1)]
rg(fa) =2 + dimKer f4 =1

PAUL MILAN 10 CPGE L1 - ALGEBRE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

3. DETERMINATION D’UNE APPLICATION LINEAIRE

2.3 Rang d’une matrice

Defivition 8 : Soit A € ,,,(K).

e Lerang de A est égal au rang de 'application linéaire canoniquement associée
a Ai.e. aurang de la famille de colonne de A :

Onarg(A) < min(n, p)

e Danslecasou n = p, A inversible si, et seulementsi, rg(A) =n

Deéemonstration :
o Im(A) = Vect(Cy,Cy, ..., Cp) = 18(A) <p
ImACK" = rg(A)<n

e Sin=p, Ainversible & (Cy,Cy,...,Cy)libre < rg(A) =n

Théoreme 12 : Toutes opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes

d’une matrice A en préserve le rang.

3 Détermination d’une application linéaire

3.1 Détermination d’une application linéaire sur une base

Théoreme 13 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels et (¢;);c; une base de E.

Pour toute famille (f;);c; de vecteurs de F, il existe une unique application li-
néaire 1 de E dans F telleque: Vie I, u(e;) = f;

Remargue : Pour connaitre une application linéaire, il suffit de connaitre les
valeurs qu’elle prend sur une base de 1'espace de départ.

3.2 Espaces vectoriels d’applications linéaires

Théoreme 14 : Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels.
e Z(E, F) est un K-espace vectoriel.
o Vf,f' € Z(E,F), Vg,¢ € Z(FG):
go(f+f)=(gof)+(gof) et (g+g)of=gof+g'of
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3.3 Dimension d’un espace vectoriel d’applications linéaires

Théeoreme IS : Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Z(E, F) est de dimension finie et dim Z(E,F) = dimE x dim F

3.4 Anneau des applications linéaires

Théeoréeme 16 : Soit Eun K-espace vectoriel.
o (Z(E),+,0) estun anneau avec: 1y ) =Idg
e GL(E) est le groupe des inversibles de 'anneau .Z(E) : U(.Z(E)) = GL(E).

Remargue : Pour facilité la rédaction, on omet le symbole o de composition en
notant ¢f ala placede g o f.

3.5 Application linéaire sur une somme directe

Théeoréeme IT : Soient E et F deux K-espaces vectoriels.

Si E; et E; deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et si u; € £ (Ey, F)
et uy € Z(Ey, F) alors, il existe une unique application linéaire u € .Z(E, F) telle
que: wug =uy et up, =1u

4 Formes linéaires et hyperplans

4.1 Forme linéaire

Defivition & : Soient I = [[1,1n] et E un K-espace vectoriel de base (e;)c;-

Soit ¢ une forme linéaire tel que pour touti € I, ¢((e;) = a;. On a alors:

n n n
Vx € E, de coordonnées (x;)ic;, ¢(x) = ¢ (Z xiei) =) xip(e) =Y aix;
i=1 i=1 i=1

Remargue : ¢ associe a tout vecteur de E une combinaison linéaire (dépendant
de la base choisie) de ses coordonnées.

Soit ¢ une forme linéaire de R® avec ¢(1,0,0) =a, ¢(0,1,0) =b, ¢(0,0,1) =c,
¢p(x,y,z) =ax+by+cz

Exemple : Soient x € R et ¢ la forme linéaire évaluation sur R,[X]. On pose
(X)) =, Vi € [1,n].

VP =Y naX € Ry[X], @(P)=Y aip(X*) =) ax' = P+ ) an
i=1 i=1 i=1 i=1
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4. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

Par exemple sur R3[X], P 75 P(3), avec P =aX3+bX2+cX+d,
¢(P) =27a4+9b+3c+d

4.2 Hyperplan

Defivition 10 : Soit E # {0} un K-espace vectoriel.

On appelle hyperplan de E tout noyau d"une forme linéaire non nulle de E.

Remargue : Onexcluslecas E # {0g} sinon lenoyau serait égal a E ce que l'on
veut éviter (dimension (n — 1)).

On retiendra qu’un hyperplan est I'ensemble décrit par une équation linéaire non
nulle sur les coordonnées d'une base donnée.

Exemples :
e Sur R?, la forme linéaire (x,y,z) e x — 2y + 5z donne comme hyperplan

I'équation x —2y + 5z = 0 qui correspond a un plan dans l’espace usuel.

e Dans R3[X], la forme linéaire opp——P'(1) + P(0) donne comme hyperplan
I'équation P’(1) + P(0) = 0 que 'on peut traduire en posant :

P=aX3+bX?>+cX+d par 3a+2b+c+d=0

Théeoreme I8 : Soit E # {0g} un K-espace vectoriel.
e Si H est un hyperplan de E alors H est le supplémentaire d'une droite de E.

e Si dimE = n alors les hyperplans H de E sont les sous-espace vectoriels de E
telsque dimH =n—1

Remargue :

e Dans l'espace usuel un hyperplan est
un plan

e Dans le plan usuel un hyperplan est
une droite.

E=H & Vect(v)

Deémonstration :
Notons ¢ une forme linéaire non nulle de noyau H. Soit v € E/ ker ¢.

Soitx c E: ¢ (x - ZE;%) =¢(x) — zgi p(v) =¢(x) —p(x) =0
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4. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

Donc x — Z;Eziv € Ker ¢ = H donc x € H + Vect(v).

Comme H NVect(v) = {0r} alors E = Ker ¢ & Vect(v)
Exemples :

e L'équation 2x+y—z—t =0 avec (x,,zt) € R* correspond a un hyper-
plan de R* qui est le noyau de la forme linéaire (x,v,z,t) s 2x + y—z—t

e L'ensemble {P € R4[X], P(0) = P(1)} est un hyperplan de R4[X] qui est le
noyau de la forme linéaire P -2 P(0) — P(1)

Théoreme 19 : Soit E # {0g} un K-espace vectoriel.

Si H est un hyperplan de E et ¢ et ¢ deux formes linéaires non nulles de E dont
H estlenoyaualors, ¢ = Ap, A €K~

Remargue : L'équation de H est définie a une multiplication d"un scalaire pres.

Deémonstration : D'apres le théoréme précédentsi v € E/H, alors

E = H & Vect(v). La forme linéaire ¢(v)y — (v)¢@ est alors nulle sur H eten v

donc nulle sur E par linéarité. Or ¢(v) # 0 donc ¢ = zgz; p=Ag

Théoreme 20 : Soit E # {0} un K-espace vectoriel de dimension n € IN*.

e L'intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimen-
siond>n—r

e Tout sous-espace vectoriel de dimension (1 — r) est 'intersection de r hyper-
plans de E

Remargue : Dans IR3, on sait que I'intersection de deux plans est soit une droite
soit un plan si les plans sont confondus.

Dans E, chaque nouvelle intersection d’hyperplan occasionne une perte poten-
tielle d"une dimension.

Deémonstration :
e Soit v hyperplansde E: Hy, Hy, ..., H;.

Pour k € I = [1,r], notons ¢, une forme linéaire non nulle de E dont Hy, est
le noyau.

.
L'application x -2 (@k(x))kes est linéaire de E dans K’ et de noyau (] Hy,

k=1
d’apres le théoreme du rang :

r r
dim (] Hy = dimE — rg(®) > dimE —dimK" = dim ((Hy>n—r
k=1 k=1
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5. PROJECTEURS ET SYMETRIES

e Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension (n —r) et I = [1,r].

Soit (ex)re; une base de E dont les (n — r) derniers vecteurs forment une base
de F et ¢ la forme linéaire qui associe a x € E sa k-ieme coordonnée.

.
VxeF & xeVect(e1,...,en) & ¢1(x)=---=¢(x) & xe ()Kerg
k=1

,
Donc F = ﬂ Ker ¢ donc F est l'intersection de r hyperplans.
k=1

5 Projecteurs et symétries

5.1 Définitions

Defivition Nl : Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vec-

toriels supplémentaires de E. Tout élément x de E s’écrit de facon unique comme
somme d'un élément y de F et d'un élémentzde G: x =y +z.

e On appelle projecteur sur F parallelement a G, I’application :
E—E
SUSEE
e On appelle symétrie par rapport a F parallelement a G, 'application :

& — I8
s
x—s(x)=y—z

Dans ces deux cas, F est appelé la base et G la direction du projecteur ou de la
symétrie

Remargue : La projection désigne I'image d’un vecteur par un projecteur.

Ces définitions généralisent la notion de projection et de symétrie dans R comme
le montre les figures ci-dessous :

PAUL MILAN 15 CPGE L1 - ALGEBRE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr
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Exemple :
Déterminer dans R® la projection et la symétrie par rapport au plan F d’équation
X +y+z =0 parallelement a la droite G de vecteur directeur (1,1,1).

Soit (x,y,z) € R3. Décomposons (x,,z) en un élément de F et n élément de G.

a +A=x
(x,y,2z) = (a,b,¢c) + A(1,1,1) - b +A=y
(a,b,c) € F c+A=z
a+b+c =0
a +A=x
b +A=y
A=
c+A=z
3A=x +y +2Z Ly Li+Lr+L3—Ly
Ondﬁmﬁﬂmbm):<2x_y_z _x+2y_z,_x_g+2%>etA::ii%iE

e La projection p est alors (x,y,z) — (a,b,c), de matrice canoniquement asso-

ciée :
2 -1 —1
2
2

e La symétrie s est alors (x,y,z) (a, b, c) — (A, A, A), de matrice canonique-

ment associée :
1 1 -2 -2
3 -2 1 -2
-2 -2 1

5.2 Propriétés

Theoreme 2] : Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces

vectoriels supplémentaires de E. On note p et s la projecteur et la symétrie sur F
parallélement a G.

e pest un endomorphisme de Eet p?> =p (idempotence)

F=Imp=XKer(p—Idg) et G=Kerp

e s est un automorphisme de Eet s> =Idg < s ! =s (involution)

F=XKer(s—1Idg) et G =Ker(s+Idg)

Remargue : Pour tout endomorphisme f de E, ona:
Ker(f —Idg) ={x €E, f(x)=x} et Ker(f+Idg)={x€E, f(x)=—x}
Deéemonstration :
e Pour les projecteurs: x =y +z, plp(x)] =ply) =y = p(x)
Imp=F={x€E, p(x)=x} e G={x€E, p(x)=0}=Kerf
e Pour les symétries: x =y +2z, s[s(x)] =s(y—z)=y—(—z)=y+z=x
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5.3 Caractérisation des projecteurs

Théeoreme 22 : Soient E un K-espace vectoriel et p € Z(E)
e Un endomorphisme p est un projecteur si, et seulement si, p> = p

e Si p est un projecteur, Im p et Ker p sont supplémentaires et p est le projecteur
sur Im p parallelement a Ker p :
Vx€E, x= p(x)+x—p(x)

e~ N———
€Imp € Kerp

Démonstration :

Montrons que si p est un endomorphisme et si p?> = p alors p est un projecteur.
Par analyse synthese.

e Analyse: Onsupposeque x =y +z avec y € Impetz € Kerp

linéarité €Ker
p() =ply+2) " p) +p() =" p()
Pour un certain t € E,onaalors y = p(t)
2

y=p0)"="plp(t) = py) = p(x)

Onendéduit z=x—y=x—p(x)
e Syntheése: Posons y = p(x) et z=x — p(x)
linéarité =
ple—p(0)] "= p) = plp(0] "= p(x) - p(x) = 0

Donc x — p(x) € Kerp

N

e Conclusion: E=Imp ® Kerp

Donc p est le projecteur sur Im p parallelement a Ker p

+00
Exemple : Soit un polynome P de R[X] donc P =) a X*
k=1

Soit I'application ¢, troncature a 'ordre 2, telle que : t(P) = ayX? + a1 X + ag
On vérifie facilement que t est linéaire et > = t.

Donc t est un projecteur de R[X].

Deplus Imt = Ry[X] et Kert = X°R[X].

t est alors le projecteur de R[X] sur Ry[X] parallélement & X3R[X]

2X3 +3X2 -2
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5.4 Caractérisation des symétries

Théeoréeme 23 : Soient E un K-espace vectoriel et s € Z(E)
e Un endomorphisme s est une symétrie si, et seulement si, s =1dg

e Si s est une symétrie, Ker (s — Idg) et Ker (s + Idg) sont supplémentaires et s
est la symétrie par rapport a Ker (s — Idg) parallelement & Ker (s + Idg)

Deémonstration : Montrons que si s est un endomorphisme etsi s> = Idg alors
s est une symétrie. Par analyse synthese.

xT € Ker (x — Idg)

e Analyse: On suppose que x = xT +x~ avec
y Pposed { x~ € Ker (x + Idg)

s(x") =« linéarité
donc B o= s(x)=s(xT+x7) =" s(xT)4s(x7) = xt—x"

s(x7) =—x

ot
x=x"+x _

. er:ers(x) ot - % s(x)
s(x) =x" —x 2 2
e Syntheése: Posons x* = %s(x) et x~ = x—Ts(x) donc x =xt +x~
) s (20 e )4 ) ot o) _

Donc x* € Ker (s —Idg). On montre de méme que x~ € Ker (s + Idg)
e Conclusion: E = Ker (s — Idg) @ Ker (s + Idg)

Donc s est la symétrie par rapport a Ker (s — Idg) parallelement a Ker (s + Idg)
RR — RR
fr—8

On vérifie facilement que ¢ est linéaire et s> = Id.

Exemple : Soit { avec g : x — g(x) = f(—x)

o est donc une symétrie de RK.

Ker (0 —Id) = P ensemble des fonctions paires de RR et
Ker (o +1d) = I ensemble des fonctions impaires de RR

o est alors la symétrie de RR par rap-
port a P parallelement a 1.

Remargue : On retrouve un résultat
que l'on avait montré en analyse : on
peut décomposer toute fonction réelle
en la somme d'une fonction paire et
d’une fonction impaire telle que :

f=fp+/fi avec fp:% et fi= ' fp—fi=0(x)
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5.5 Lien projecteur et symétrie

Théeoreme 24 : Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires de E.

Soit p le projecteur sur F parallelement a G et p’ le projecteur sur G parallelement
a F et s la symétrie par rapport a F parallélement a G. On a alors :

p—|—p/:IdE, POPIZPIOP:O;Z(E) et s:2p—IdE

5.6 Détermination d’une application linéaire sur une somme di-
recte

Théoreme 2S5 : Soit E et F deux K-espaces vectoriels.
Ei,...,E, dessous espaces vectoriels de E et f1 €% (Eq,F),...,.fp € L (Ep, F).
p
On suppose que E = P E;.
k=1
Il existe une unique application f € Z(E, F) telle que : Vk € [1,p], fig, = f

Remargue : L'idée est de décomposer l'application linéaire f sur des sous-
espaces vectoriels.

x=x1++x, = f(x):f1(x1)‘|’"‘+fp(xp)

Exemple : Pour en revenir aux projecteurs et symétries : soit E = E; @ Ep
e fi=1Idg, et fo =04 : f estle projecteur sur E; parallelement a E;

o fi =1Idg, et f, = —Idg, : f estla symétrie par rapport a E; parallelement a E;
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