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1. CONSTRUCTION DE L’ANNEAU DES POLYNOMES

Polynome et fonction polynomiale

Le terme de « polyndme » peut entrainer des confusions.

Pour les lycéens, polyndme renvoie a la fonction polynomiale, c’est a dire qu'un
polyndme est une fonction. Soit par exemple le polyndme P du second degré :
P: x+ x?> —3x+ 2. La lettre x désigne alors la variable de la fonction. Cette
variable est réelle ou éventuellement complexe.

Dans ce chapitre nous nous intéresserons aux polyndmes dans le sens formel. Par
exemple le polyndme : P = X? —3X + 2. La lettre X ne désigne plus un élément
variant dans IR mais sert seulement a repérer les coefficients du polynéome, on
dit que X est une indéterminée. Dans notre exemple le coefficient de degré 2 du
polynome P vaut 1, celui de degré 1 vaut —3, et le coefficient constant vaut 2.

Un polyndéme (formel), n’est rien d’autre qu'une liste de coefficients repérés par
la puissance de I'indéterminée X. Deux polyndmes seront égaux si, et seulement
si, ils ont les mémes coefficients : c’est le principe d’identification.

Il est cependant facile de retourner du polynome a la fonction polynomiale dans
R ou C. II suffit pour cela de substituer a I'indéterminée X la variable réelle ou
complexe x dans le polyndome. On pourra ainsi évaluer un polyndéme en n’im-
porte qu’elle valeur de x.

Pourquoi n’a t-on pas défini a priori un polyndme comme une fonction polyno-
miale sur laquelle on effectue des calculs dans IR ou C ? La raison est qu’en pro-
cédant ainsi, on n’aurait pas pu donner de signification mathématique précise a
la lettre X, en sorte que la définition des polyndmes s’en trouverait imprécise. I
est, en effet parfois impossible de retourner a un polyndme formel a partir d’une

fonction polynomiale (c’est le cas dans le corps fini plz avec p premier).

On aura donc soin de ne pas considérer la lettre X comme représentant un « élé-
ment variable » d"un corps K. La lettre X comme on le verra par la suite désigne
un polyndme particulier dont le seul coefficient non nul est celui du 1¢" degré.

1 Construction de I’anneau des polyndémes

1.1 Définition

Dans la suite, K désigne le corps des réels R ou le corps des complexes C.

Defivition | = On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans K

toute suite (4;);cny d’éléments de K dont tous les termes sont nuls a partir d'un
certain rang.

Si tous les termes ne sont pas nul, le plus grand indice 1, pour lequel a,, # 0 est
appelé le degré du polynéme noté d°P = n.
ay est le coefficient dominant et si a, = 1 le polyndme est unitaire.

Pour le polynéme nul, noté 0, dont tous les termes sont nuls, on note 4°0 = —oo

L'ensemble des polynémes a coefficients dans K est noté K[X]| dont X est I'indé-
terminée.

Exem;:le : Punpolynéme: P = (a;)jen = (a0,41,...,81,0,0,...) et d°P=n
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1. CONSTRUCTION DE L’ANNEAU DES POLYNOMES

Théoréeme | : Principe d’identification.

Deux polyndmes sont égaux si, et seulement si, leurs coefficients sont égaux

1.2 Somme et produit

Defivition 2 : On définit dans K[X] la somme et le produit de deux poly-
nomes. Soient P = (4;);en et Q = (b;)ien :
e P+ Q= (4 +bi)ien

n

o PQ = (cu)nen avec cp= Y agby_g
k=0

La définition du produit de deux polynémes correspond au développement usuel
de deux fonctions polynomiales.

Comme x" s’obtient en multipliant x* par "~ pour k compris entre 0 et 7, la
somme des produits des coefficients devant x* et x"* correspond au coefficient
devant x".

Propriete : La somme et le produit de deux polyndmes sont des lois internes
car les suites des coefficients (a; + b;);cn et (¢;)nen Ont tous leurs termes nuls a
partir d"un certain rang.

Deémonstration : Soit m = max(d°P, d°Q)

e Si i>m alors, aj=b; =0 etdonc a;+b; =0
n

m n
e Si n>2m alors, ¢, = Z agb,_ = Z apb,_x+ Z ar b, =0
k=0 N~

k=0 -0 k=m+1 -0

1.3 Notation

Deéfivition 2 : Dans K[X],onnote 1= (1,0,0,...) et X =(0,1,0,0,...).
On en déduit alors : X? = (0,0,1,0,0...), X3=(0,0,0,1,0,0...) etc.

n
Pour tout polynome: P =a9+ a1 X+ ---+a,X" = Z a; X!
i=0

too
Remargue : On peut aussi écrire: P =) 4;X'.
=0

=
Cette notation peut rendre service dans la rédaction par exemple dans un produit
des polyndmes de degrés différents.

Deémonstration : On montre que Vi € N, X! = (0,0,...,0,1,0,0,...) par
récurrence. On utilise la propriété : X'™! = X x X' qui décale le coefficient 1
d’un rang.

/\ X n’est pas une variable mais correspond au polyndme dont le seul coefficient
non nul, égal a 1, est celui du 1°" degré.
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1. CONSTRUCTION DE L’ANNEAU DES POLYNOMES

Exemples :
e P=X?—-2X+1 estun polynome unitaire de degré 3.
e Q=5X*+3X>+1 estun polyndme de degré 4 et de coefficient dominant 5

1.4 L’anneau des polyndmes

Théoreme 2 : K[X] muni de la somme et du produit forme un anneau com-

mutatif.

Deémonstration : On montre facilement que (K[X], +) est un groupe commu-
tatif avec le polyndme nul 0 comme élément neutre et comme opposé —P dont
tous les coefficients sont multipliés par (—1).

De méme, on montre facilement que (K[X], x) est commutatif, associatif et pos-
séde un élément neutre, le polyndme noté 1.

Enfin le produit est distributif par rapport a la somme.

Theoreme 2 : Soient P et Q deux polyndmes de K[X]
e Degré de la somme: d°(P+ Q) < max(d°P, d°Q)
e Degré du produit: 4°(PQ) =d°P+d°Q

Deéemonstration :
P = (a;)ien et Q= (b))ien et p etqles degrés respectifs de P et Q
e Pour le degré de la somme cela est immédiat.

e Pour le degré du produit : si P ou Q nuls immédiat (d°P ou d°Q vaut —o),
sinon

p+q ptq
1) Cp+q = Z akprrq k= Z Ay bp+q Kk T+ ﬂpb + Z ay prrq,k = llpbq # 0
N k=p+1

=0

2) n>p+yq, Cn—zakbn k—zakbn K+ Z ag by =0
k=0 = k=p+1 5

De 1) et2),onabien d°(PQ)=p+gq

Théoreme 4 : K[X] est un anneau intégre c’est a dire :

VP,QeK[X], PQ=0 = P=0o0u Q=0

Deémonstration : Par le degré du produit (vraiment efficace) :
e PQ=0 = &*(PQ)= -
e or d°(PQ)=d°P +d°Q donc d°P+d°Q = —oco

Nécessairement d°P = —oo ou d°Q = —oco donc P=0 ou Q=0
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1. CONSTRUCTION DE L’ANNEAU DES POLYNOMES

1.5 Composition de polyndémes

+o0
Defivition 4 : SoientP = Y g X* et Q € K[X]
k=0

+o0
On appelle composée de P par Q, le polynome PoQ = P(Q) = )_ 2, QF
k=0

Onaalorssid°Q >1, d°(PoQ)=4d°P xd°Q

Deémonstration : Par produitsur Q: Vk € [0,1], d°(QF) =kd°Q.

p
Par sommesi d°Q>1, d°(PoQ) =4d° (Z aka) "z d°(QP) =d°P x d°Q
k=0

1.6 Dérivée d'un polynome formel

+o0
Defivition S : Soit P € K[X] telque: P =Y agXF~.
k=0
+00
e On appelle polyndme dérivé le polyndome, noté P’, tel que: P’ =) ka X*1
k=0

e On définit ensuite par récurrence les polyndmes dérivés successifs avec la rela-
/
tion PUr+D) = (p(n)

Pour n = 2, on utilisera la notation P”.

Exemple : Si P=2X?>—-X>—-5X+1, ona:
P'=6X?>-2X-5 P'=12X-2, PO =12 puis ¥n >3, P =0

Remargue : Contrairement aux fonctions polynomiales, la dérivée des poly-
nomes formels ne fait pas appel a la notion de limite.

Théoreme S : Soient P,Q € K[X] et d°P=p.
e Vn<p, d°epm) =p—n et Vn>p, P =0
o (P+Q)™ =pm 4 o

e (PQ) = P'Q+ PQ

e (PoQ)=Q'xPoQ

Démonstration :

e Degré : mis a part le polyndme nul, la dérivée fait baisser le degré du polyndme
de 1. Par récurrence, tant que n < p, on montre dop(n) = p—n.

e Somme : rien a dire, immédiat.
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1. CONSTRUCTION DE L’ANNEAU DES POLYNOMES

e Produit de la dérivée 1™. Les coefficients sont un peu délicat a trouver.

+o0 —+o0
Onpose: P=Y gXf et Q=Y pX"
k=0 k=0

400 n
PQ =Y c,X" avec ¢y =Y axb,
n=0 =
Dans (PQ)’ pour obtenir le coefficient devant X", il faut dériver c, X!
n+1
quidonne ¢, = (n+1) Y axb, 1k
k=0
Pour obtenir le coefficient devant X"
— Dans P'Q, il faut dériver chaque terme g X! et laisser le terme b,,_; X" *.
— Dans PQ/, il faut dériver chaque terme b, | X"k et laisser le terme a; XK.

On obtient alors dans P’'Q + PQ’ pour le terme d,, devant X" :

n

n
dn = Z(k + 1) ak—i—lbn—k + Z(T’l +1-— k) ﬂkbn+1_k

k=0 k=0
k1 n+1
= Z kagbyy1-k + Z n—+1—k)agbyi1«
k=0
n+1 n+1
= Z ka1 x+(n+1—k)agb, 1 4] = (n+1) Z axb, 1k = c),
k=0 k=0

e Formule de Leibniz : par récurrence.
Initialisation:: 7 =0, PQ = PQ. La proposition est initialisée.
n
Hérédité : Soit n € IN. Supposons que (PQ)(”) =) (n) POQU=F  mon-

k
k=0
trons qu’elle reste vraie a 'ordre n + 1.

n

(PQ)"+1) = [pQ(M}' R [Z (Z) pkQn—k)

k=0

formuléPascal P(n+1)Q(0) 4 i (Tl + 1) P(k)Q(n+1—k) + P(O)Q(ﬂ-i-l)

n+1 n+1 B
_ Z ( ) B Qln+1-k

La proposmon est héréditaire.

Par initialisation et hérédité, la formule de Leibniz est donc vraie.
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2. DIVISIBILITE ET DIVISION EUCLIDIENNE

e Pour la composée: PoQ = Z a; QF donc (PoQ Z a (
k=0

On montre facilement par récurrence que (Q*) =k Q'Q*! pourk € N

Onaalors: (Po ZakaQk I—Q'xPoQ.

k=

1.7 Fonction polynomiale

n
Theoreme 6 : Soit P= ) aX* € K[X].
k=0
On appelle valeur de P en un point x € K, 'élément de K : P(x Z apx*

La fonction x — P(x) de K dans K est appelée fonction polynomiale associée
a P. Cette fonction est notée P lorsqu’on veut la distinguer de P.

—_— ~ —~ —_—

VP,QeK[X], P+Q=P+Q, et (P)=(P)

Remargue : La plupart du temps, on nutilisera pas la notation P, lorsqu’on vou-
dra évaluer le polynéme en un point. On écrira par exemple P(1), pour I'éva-
luation de P en 1.

2 Divisibilité et division euclidienne

Tout comme Z qui est un anneau commutatif, on peut définir dans 1’anneau
commutatif IK[X] la notion de diviseur et multiple ainsi que de division eucli-
dienne. La grande proximité de Z et K[X] permet de développer une arithmé-
tique sur K[X]

2.1 Multiple, diviseur

Defivition 6 : Soient A, B € K[X]. On dit que A divise B, s'il existe P € K[X]
tel que: B = PA. Cette relation se note A|B

Remargue : D’autre formulation sont possible :
« A est un diviseur de B », « B est divisible par A »,« B est un multiple de A »

Exemple : X—2 divise X*4+X—6 car X*+ X —6 = (X —2)(X +3)
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2. DIVISIBILITE ET DIVISION EUCLIDIENNE

Théeoreme 1 : Soient A, B,C,D € K[X].

e Si A divise B et B divise A alors A et B sont égaux au produit d"une constante
pres. On dit que A et B sont associés sur K.

A|B et BJA & dA €K', A=AB
e Si D divise A et B alors D divise toute combinaison de A et de B :
D|A et D|B = D|(AU+ BV) avec U,V € K[X]
e La divisibilité est compatible avec le produit :

A|B et C|D = AC|BD et A¥|B* avec k€ N

2.2 Division euclidienne

Theoréme 8 : Soient A, B € K[X] et B # 0.
Il existe un unique couple (Q, R) € K?[X] pour lequel :
A =BQ+R avec d°R < d°B

On appelle A le dividende, B le diviseur, Q le quotient et R le reste.

Demonstration : 1l faut montrer 'existence et I'unicité du couple (Q, R).

e Existence : on pose b = d°B et f son coefficient dominant.

1) Si B divise A alors il existe Q € K[X] tel que A = BQ. On peut alors
prendre R = 0 pour obtenir A = BQ + R.

2) SiBnedivise pas A, alors1’ensemble des polyndomes A —BS avec S € K[X]
ne contient pas le polynéme nul et donc d°(A — BS) € IN.

Toute partie non vide de IN admet un plus plus petit élément. L'ensemble
& = {d°(A—BK) }gck[x) admet un plus petit élément r obtenu pour S=Q.
On pose alors R = A — BQ et p son coefficient principal avec d°R = r.

Raisonnons par 1’absurde en supposant que r > b.

de (R — %XrbB> <r car %XrbB supprime le terme dominant de R.

Or R— %Xf—bB — A-BQ-— %Xr_bB —A-B (Q + %X’_b)

est de la forme A — BS etdonc d° (R — %Xr_bB) e €.

Contradiction car r est le plus petit élément. On en déduit que r < b.
e Unicité : Supposons qu’il existe deux couples (Q1, R1) et (Q2, Ry) vérifiant :
BQi+R1=BQy+Ry & B(Q1—Q2)=Ry—Rj avec 1 <b et rp <b.

SiQ1#Q = d°(Q1—Q2) 20 = d°B(Q1—Q2)] =2b = d°(Ry—Ry) >

Contradiction car rp < b et r; < b. On en déduit alors que Q; = Q> et par
suite que R; = Ry
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3. RACINES D’UN POLYNOME

Remargue : Ce que 'on pratiquait par exemple pour la décomposition en élé-
ments simples s’en trouve justifié.

Par exemple: 2X* — X3 —2X2 43X -1=(X>—X+1)2X?>+ X —3)-X +2
~ ~ - ~ ~ ~ L S

A B Q R
2X*4— X3 -2X%243X—-1| X*2—-X+1
—2X*4+2X3 —2X2 2X24+X -3
0X*+ X3 —4X%2+3X
-X34+ X2- X
0X3 —3X%+3X —1
3X2 -3X+3
0X2 —X+2

3 Racines d’un polynéme

3.1 Racines

Defivition T : Soit P € K[X] et A € K.

On dit que A est une racine de P sur K si, et seulement si, P(A) =0

Théoreme & : Soient P € K[X] et A € K

A est une racine de P sur K si, et seulement si, P est divisible par (X — A)

Demonstration :
e Supposons que P(A) = 0.
La division de P par (X —A) donne P = (X —A)Q+R avec r < 1.

R est donc un polynéme constant. Or P(A) = (A —A)Q+ R(A) = R(A) =0
donc R = 0 et donc P est divisible par (X — A).

e Réciproquement : P est divisible par (X — A) donc P = (X — A)Q. On a alors
P(A) = (A=2A)Q(A) =0

Exemple : Soitn € IN, déterminer le reste de la division de X" par X? —6X +5.

e 1et5sontracinesde X2 —6X +5 donc X2 —6X+5= (X —1)(X—5)

e Divisons X" par (X? —6X +5), X"=(X-1)(X—-5)Q+R avec d°R <2
Restdulerdegré donc R=aX+b donc X" = (X—-1)(X—-5)Q+aX+1b

a+b=1

e Evaluons en 1 et 5, on obtient : { 504 b= 5"

n __ _ Rn n __ _En
On obtient alors a:5 1 1 et b=3 45 donc R:<5 1 1)X—|—3 45
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3. RACINES D’UN POLYNOME

3.2 Multiplicité des racines

Defivition 8 : Soient P € K[X] nonnulet A € K

L’ensemble des entiers naturels k tel que (X — A)* divise P posséde un plus grand
élément m appelé multiplicité de la racine A dans P ou A racine d’ordre m.

e Si m = 0 signifie que A n’est pas racine de P car la multiplicité de A est 0.
e Si m =1 laracine A est simple,
e Si m = 2 laracine A est double, etc.

m est caractérisé par les deux propositions équivalentes suivantes :
e P estdivisible par (X — A)™ mais pas par (X — A)"*1
o Ilexiste Q € K[X] telque P = (X—A)"Q avec Q(A) #0

Deémoustration :
Soit M l’ensemble des entiers naturels k tel que (X — A)¥ divise P.

e M est non vide car pour k=0, (X —A)? =1 qui divise P

e M est majoré par d°P. Eneffet Vk € M, P = (X —k)*Q avec Q € K[X].
P non nul donc Q non nul et donc d°Q > 0. On aalors d°P =k+d°Q > k.

Toute partie non vide majorée de IN admet un plus grand élément donc m existe.

Théoreme 10 : Formule de Taylor.

oo plk) (1)
VP e K[X] et A € K: P:k_z6 " (X — A

Deémonstration : En deux temps.

oo
e Pour A =0: onpose P =) a; X' eton dérive k fois, avec k € N :
i=0

+oo 2y .. ) +oo 1 .

ptk) — Z (l_l'_a;()'X’_k onévalueen0: PW(0) = Z i _l'k)' ik = kla.
i=k " : ( )’i:k =0 sauf i=k

Dot a; = k!( ) et par sommation P = ];) % Xk

e A quelconque. On compose P avec (X 4+ A). On remarquera (X +A) =1
Q=Po(X+A)=P(X+A), ondérive k fois Q<k> = PR(X +A).
k) (0 +00 p

Evaluationen0: Q®(0) = P®)(A) donc Q = Z = Z
too p(k)
P:Qo(X—A)zQ(X—A)zZPk!(A)

k=0

(X —2)f

Theoreme |l : Dérivées et multiplicité d’une racine.

A racine d’ordre mdans P < Vk e [0,m—1], PO (A) =0 et P™ (1) #£0
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3. RACINES D’UN POLYNOME

Deémonstration : Par double implication.
e A racine d’ordre m dans P donc P = (X — A)™Q avec Q(A) #0. (1)

Taylor tee p(A m_l p(k) (A o pl (A _
P= Y k!( )(X—A)kzz k!( )(X—/\)k+(X—A)mZ k!( ) (x — pyem
k=0 lc:O P k:m B
— (X-A)"Q+R (2) = -
(1) et (2) sont la division euclidienne de P par (X — A)X, en identifiant :
par composition m_l P(k)()\)

R=0 X* =0 et par identifica-

R(X+A)=0 = kZ%) o

tion PO(A) =0, Vke[o,m—1]

e Réciproquement, Vk € [0,m—1], P (1) =0 et P (L) #0

Taylor £ PK) (A =l plk (A = PEO(A .
CREL SRt CONG SRPY S R i GO NS PV LRNG QUPY LT Skt CONPOIPYL
L x & w 1 L J
=0 )
— (X = A)"Q

o pl)(p pim (A
deplus Q(A) =) k!( ) ok—m = # #0

k=m

J/

=0 sauf k=m

A est donc une racine d’ordre m dans P.

3.3 Nombre maximale de racines

Théoreme 12 : Soient P € K[X] non nul.

SiAg, Ay, ..., Ay sont des racines de multiplicité respectives mq, my, ..., m;, alors
r
(X —A)™(X —Ap)"™ .. (X —A;)™ divise P et Y m; <d°P
k=1
Le nombre de racines sur P, comptées avec multiplicité, est majoré par d°P

Demovstration :
Par récurrence : Vk € [1,7], (X —A1)™(X — Ap)™ ... (X — A,)™ divise P.

Remargue : Le polyndme nul posséde une infinité de racines.

Un polyndme de degré n n’a pas nécessairement n racines comptées avec multi-
plicité pour K = R, c’est la cas, par contre pour K = C (corps algébriquement
clos)

1
Exemple : Soit P € R[X], de degré n et pour tous k € [1,n+1], P(k) = -
Montrer alors que P(—1) =n+1
L’astuce consiste a passer par un polynéme formel.

Soit le polyndome Q = XP —1. On vérifie que pour tousk € [1,n+1], Q(k) =0.
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3. RACINES D’UN POLYNOME

e Détermination de Q.

Donc1,2,...,n+1sont (n+ 1) racines de Q.

n+1
Or le degré de Q vaut (n+1) donc Q =AJ (X —k).
k=1
n+1
On détermine A en évaluanten 0: Q(0) = A [ [(—k) = (=1)"A (n +1)!
k=1
1 (="
Or Q(0)=-1 donc (-1)"""A(n4+1)!=-1 & A= CE
(-1 14
Onaalors: Q= CES] E(X—k).

o Calculde P(-1): Q(=1)=-P(-1)—1 & P(-1)=—-1-0Q(-1)

(_1)n n+1 B (—1)"(—1)"+1(n—}-2)!

P(_l):_l_(n+1)!,£[1(_1_k):_1 (n+1)!

=—-14+n+2)=n+1

3.4 Polyndémes scindés et relations coefficient-racines

Defivitien ¢ : Soit P € K[X].

;

On dit que P est scindé sur K s’il est constant ou sil s’écrit: P =a H(X — Ap)™
k=1

olt Ay, Ay, ..., A, sont les racines de P dans K, de multiplicités respectives my, m,

..., m, et a son coefficient dominant.

P possede alors exactement d°P racines comptées avec multiplicité.

Remargue : Tout polyndme de C[X] est scindé ce qui n’est pas le cas de R[X].

n—1 -
Exemple : VneN*, X"-—-1= H (X—e’%)
k=0

. . Y, j 2k
X" — 1 admet comme racines les 7 racines de I'unité e’ pour k € [0,n—1]

Théoreme 13 : Relations coefficients-racines.

n
Soit P = Z ay = K[X] scindé de degré n. Soit A1, Ay, ..., A, les n racines de P
k=0
distinctes ou confondues.

a,_
VKG[[l,T’l]], O = 2 )\il)\iz...)tik = Uk:(—l)kn—k

1<i1<'--<ik<ﬂ n
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4. FORMULE D'INTERPOLATION DE LAGRANGE

EaMA,v-%)e : 0y, dont la définition peut dérouter au premier abord, correspond a
la somme des produits de racines prises par 1,2, ... n.

e Pourn = 2,il y a deux coefficients que ’on connait bien avec P = aX?+bX +c:
1) o =AM+ A= —% qui est la somme des racines
2) oy = MAy = 2 qui est le produit des racines.
e Pour n = 3, il y a trois coefficients avec P = 33X+ X2+ a1 X +ag:
1) or =AM+ A+ A3 = —Z—i qui est la somme des racines
2) 03 = Ady + Mg + Aghy =

as
a ) ) .
3) 03 = AMAA3 = _a_o qui est le produit des racines.
3

e Pour n = 4, il y a quatre coefficients avec P = X+ a3 X2+ X2+ a1 X +ag :

D)o =AM4+A+A3+ A= —? qui est la somme des racines
4
2) 03 = MAy+ MA3+ AMAL+ AA3 + Ay + A3Ay = Z—z
4
3) 03 = /\1)\2)\3 + Al)Lz/\4 + /\1/\3/\4 + )\2)\3)\4 = —Z—l
4

4) 04 = MAA3A, = Z—O qui est le produit des racines.
4

\Démoust{.aticn : Développement de la factorisation de P qui donne :

P=a, H(X - Ak) =ay <Xn — 0'1Xn_1 + U'ZXn_Z — 0'3X”_3 4 (_1)”0-n>
k=1

Exemple : Somme et produit des racines de I'unité avec le polyndme X" —1:

idn T
o=y e'n =0 (a,1=0) et o,=]]e
k=0 k=0

2k

= (=) (ao=-1)

4 Formule d’interpolation de Lagrange

Le but de I'interpolation de Lagrange est d"approcher une fonction f par un poly-
ndme en faisant correspondre un certain nombre n d’images de f avec une fonc-
tion polynomiale.

Par exemple si n = 2 l'interpolation est linéaire et si n = 3 l'interpolation est de
Simpson (polynéome du second degré).

Defivition 10 : Symbole de Kronecker. Soit I un ensemble d’indices.
On appelle symbole de Kronecker la fonction ¢: I x I — {0, 1} définie par :
0(i,j)=0 sii#j
{(5(1’,]'):1 sii=j

Il est d'usage de remplacer la notation 4(, j) par ;;
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4. FORMULE D'INTERPOLATION DE LAGRANGE

Defivition |l : Polyndmes de Lagrange. Soit 1= [1,7]
X — X

Soit x1, x2, ..., x, € Kdistincts. Onpose Viel, L;=
kel et ki Vi

Les polyndémes L1, Ly, ..., L, sont appelés polynome de Lagrange de x1, ..., xy.
Onalors: Vi€ I, Li(xj) = dj

ExeMPle. : Pourn =3

[ = X-w)X-x) ) X-x)X—x) o (X)X - x)

(x1 —x2)(x1 — x3)" (x2 —x1)(x2 — x3)" (x5 — x1)(x3 — x2)

Théoreme |4 : Polynéme d’interpolation minimal.
Soient x1,x3,...,x, €K et y1,y2, ..., yn € K.

n
P =) y;L; estl'unique polyndéme de K, [X] pour lequel P(x;) = y; aveci € I

i=1

Remargue : K, 1[X]: ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a (n—1)
Demonstration : )
o Existence: Soient P =) y;L; et I=[1,n].
i=1
Les polyndmes (L;);c; sont de degré (n — 1) et donc par somme P aussi.
n n
De plus \V/] el, P(x]) = Zyl Lz(x]) = Zyzéz] =Y
i=1 i=1

e Unicité: Soient P;, P, € K,,_1[X] telsque Vi €I, Pi(x;) = Pa(x;) = y;.

Le polynéme P; —P, admet x1, ..., x, pour racines distinctes, donc le polyndme
P;—P; admetau moins n racines et comme d°(P;—P,) < n—1, nécessairement
Pi—P, =0 etdonc P; = P».

Exemple : Soit la fonction f définie sur [~1; 1] par f(x) = xsin(7rx) et n =5

i 1 B 3 4 5
x; 1 0,5 0 0,5 1
yi = f(xi) 0 0,5 0 0,5 0

5
Le polynéme d’interpolation est alors P = Z yiL; =0,5L, +0,5L4
i=1

L (X+1)X(X=0,5)(X—1) . —8X(X2-1)(X-0,5)
27 (=0,5+1)(—0,5)(=0,5—-0,5)(—0,5—1) 3
X+ D)(X40,5)(X)(X—-1)  —8X(X*>*—1)(X+0,5)
*7(0,5+1)(0,540,5)(0,5)(0,5—1) 3
Dob: P —4X(X*-1)(X-0,5) N —4X(X*-1)(X+0,5) _ —8X*(X*—1)

3 3 3
On peut visualiser cette interpolation par le graphe suivant :
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4. FORMULE D'INTERPOLATION DE LAGRANGE

Théoreme IS : Polyndmes d’interpolation, cas général.

n
En gardant les mémes notation et en notant Py, = Z yi L;.
i=1

Les polyndmes P pour lesquels P(x;) = y; sont les polynomes de la forme :
n

P=Pnin+Q[[(X—x), QeKI[X]
k=1

Deémonstration : Soit P € K[X] et =[1,n].
Viel, P(xl-) =Y <= Viel, P(xz-) = Pmin(xi) =

n
(P — Pmin) admet x1,...,x, pourracines < [[(X—x;) divise (P — Pnin) <
k=1

dQ € K[X], P — Py, = Qﬁ(X — ;)
k=1
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