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Pcl_tjuémes

Construction de I’anneau de polynome

EXERCICE 1

Déterminer I'ensemble U (K [X]) des éléments inversibles de K|[X]

EXERCICE 2

n (_1\k
a) Déterminer, a ’aide d"une intégrale calculée de deux fagons : Z —(k —:)1 (Z)
k=0

b) Soit P € K[X].
+o0 (_1)k

Montrer que
d E)(kﬂ)z

P®) (X)X¥1 est la primitive de P s’annulant en 0.

EXERCICE 3
—+o0

On note A I'ensemble des polyndmes du type ) | (—1)%a, X*, (ap)ren décrivant
k=0

I'ensemble des suites presque nulles de réels positifs ou nuls.

Montrer que 1’'ensemble A est stable par produit.

EXERCICE 4

a) En utilisant le calcul des coefficients d"un produit de polynomes et la formule

" (a b
A mplifier :
du bindme, simplifier kZE) (k) (1’ B k) , a,b,re N

n
b) En déduire une simplification de ) | <Z> <2kn ) pour tout n € IN
k=0

EXERCICE 5

1) Soit P un polyndme unitaire a coefficients entiers.
Montrer que si x est une racine rationnelle de P alors x est un entier.

2) Applications
a) Soitn,d € IN*. On suppose que d n’est la puissance n-ieme d’aucun entier.
Montrer alors que V/d est irrationnel.

b) Soit k € Z. Le polynome X> + kX + 1 peut-il avoir une racine ration-
nelle?
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EXERCICE 6
Soit P € C[X]
1) Déterminer, en fonction des coefficients de P, une expression simple de :

ey P(e)]

a) On suppose P non nul, a coefficients entiers et Vu € U, |P(u)| < v/2.
Montrer P est un mondome.

b) Que devient le résultatsi Vu € U, |P(u)| < v/2?

2) Applications

1 Division euclidienne

EXERCICE 7

Déterminer A, u € C pour que X*+ X3+ AX?+uX +2 soitdivisible par X2+ 2.

EXERCICE 8

Déterminer a € C pour que X* — X +a soit divisible par X? —aX + 1.

EXERCICE9

1) Soient P € C[X] eta,b € C.
Quel est le reste de la division euclidienne de P par (X —a)(X —b):

a)si a#b
b) sia=1b

2) Application. Quel est le reste de la division euclidienne de (X +1)2*+1 — x27+1
par X2+ X +1 pourtoutn € N

EXERCICE 10

Calculer le reste de la division euclidienne de X" par (X — 1)* pour toutn > 4

EXERCICE 11
Soit P € R[X]
a) On suppose que le reste de la division euclidienne de P
e par (X —1) est3; e par (X —2) est7; e par (X —3) est13.
Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X —1)(X —2)(X —3)
b) On suppose que les restes de la division euclidienne de P
e par (X2 +4) est (X +1); e par (X —3) est14.

Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X2 +4)(X — 3)

EXERCICE 12

Soient 1,k € IN. On désigne par r le reste de la division euclidienne de k par n.
Montrer que X" est le reste de la division euclidienne de X* par (X" — 1).
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2. RACINES ET MULTIPLICITES

2 Racines et multiplicités

EXERCICE 13

Soit n € IN*. Quelle est la multiplicité de 1 dans nX"*! — (n +1)X" +1?

EXERCICE 14

Montrer que X2+ X + 1 divise X3! + X% + X'°.

EXERCICE 15

Soit n € IN*.
Montrer que nX"*? — (n+2)X"*1 + (n +2)X — n est divisible par (X — 1)3

EXERCICE 16

Soit P € C[X] etn € IN.
Montrer que si P(X") est divisible par X — 1, alors il 'est aussi par X" — 1.

EXERCICE 17

Déterminer n € N pour que X?" + X" + 1 soit divisible par X?+ X + 1.

EXERCICE 18

Montrer que pour tous n € IN* et 6 € R:
X"sinf — X sin(nf) + sin [(n — 1)6] est divisible par X? —2X cosf + 1

EXERCICE 19

n k
Soit n € IN, montrer que P = k;:) o n’a que des racines simples dans C.

3 Nombre maximal de racines

EXERCICE 20

1) Pourquoi n’existe-t-il pas de polyndéme P € R[X] tel que :

a) Vx e Ry, P(x)=+/x? d) Vx e R, P(x)=e"?

. 1
b) Vx € R, P(x)=sinx? e) Vx e R, P(x)= xz——l—l?
c) Vx € [0,2t], P(x)=sinx? f) Vx e R, P(x)=|x|?

2) Pourquoi n’existe-t-il pas de polynome P € C[X] tel que :

a) VzeC, P(z)=2z? b) Vze C, P(z)=|z|?

PAUL MILAN 3 CPGE L1 - ALGEBRE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

EXERCICES

EXERCICE 21

Déterminer les polyndémes P € R[X] tels que pour toutn € IN :
a) P(n) =n? b) P(n) = n?+ (—1)"

EXERCICE 22

Soit P € R[X] de degré n.
1
a) On suppose P unitaireet: Vk € [1,n+1], P(k) = 2 Calculer P(n + 2).

b) Onsuppose Vk € [0,n], P(k) = % Calculer P(n +1).

c) Onsuppose Vk € [1,n+1], P(k) = % Calculer P(0).

EXERCICE 23

Déterminer les polynomes P € R[X]telsque P(0) =1 et P(X?>+1) = P?(X)+ 1

4 Equations polynomiales

EXERCICE 24

Résoudre les équations suivantes d'inconnue P € R[X]:

a) P'P" = 18P o) (X2+1)P" =6P
b) P? = 4P d) P(X?) = (X*+1)P(X)

EXERCICE 25

Résoudre les équations suivantes d'inconnue P € R[X]:

a) P(X +1) = P(X) Q) (X+4)P(X)=XP(X+1)
b) P(X+1)—P(X) =X

5 Polynomes scindés. Relations coefficients-racines

EXERCICE 26

Soitn > 2
n—l i 2kt
a) Simplifier ] <1 - elT>
k=1
. kT 1 - 2kt
b) Montrer que pour tout k € [1,n—1], sin—- =7 1—e'n
n—1 k7t

c) Simplifier alors [ ] sin "
k=1
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5. POLYNOMES SCINDES. RELATIONS COEFFICIENTS-RACINES

EXERCICE 27
Soient § € R et n € IN*. Soit P = (X +1)" — ¢!2"®
a) Déterminer les racines de P dans C.

b) En déduire que P est scindé sur C.

¢) Simplifier sin (9 + _)
pliffer | Lsin (0775,

EXERCICE 28

Soient p,q € R. Onpose P = X3+ pX +q.

On note x, y, z les trois racines complexes de P comptées avec multiplicité.
Simplifier en fonction de p et de g les quantités suivantes :

a) x> +y> +2z° b) x>+ +2°
) 1 + E + E avec x,y,znonnuls  d) 1 + 1 + 1 avec x, i, z non nuls
x y Z 4 y/ xz yz Zz V4 y/

EXERCICE 29

Soient p,q € R. Onpose P = X°+ pX +4.

On note x, y, z les trois racines complexes de P comptées avec multiplicité.

a) Montrer, a I'aide des relations coefficients-racines, que :
P'(x)P'(y)P'(z) = 4p° + 274

b) A quelle condition nécessaire et suffisante sur p et g le polyndme P possede-t-il
une racine multiple?

EXERCICE 30

x+y+z=1
24y 42 =21
1 1 1

—+-4-=1
X Yy oz

1) On note (S) le systeme d’inconnue (x,y,z) dans (C*)3:

Onpose P=(X—x)(X—y)(X—2z).
a) Si (x,y,z) estsolution de (S), déterminer P explicitement.
b) Résoudre alors (S).

2) Résoudre par la méme méthode les systémes suivants :

x+y+z=1 x+y+z=0
a) ¥+ +22 =3 b) { ¥+ +22=0
xyz =2 x3+y3+z3:3
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EXERCICE 31
Polynémes de Tchebychev

To=1et T3 =X

On définit la suite (T}, ) de polyndmes suivant : {Tn+2 COXT, —T,, VneN

1) a) Déterminer le degré de T, et calculer son coefficient dominant.
b) Calculer le coefficient constant de T,
2) a) Montrer que: V0 € R, T,(cosf) = cos(nb)

b) Montrer que T, est le seul polyndéme de R[X] pour lequel la relation a) est
vraie.

¢) En dérivant deux fois le relation a), montrer 1'égalité :
(X2 —1)T! 4+ XT, — n®T, =0

3) Pour cette questionn > 1
a) Déterminer toutes les racines de T, dans [—1;1].

b) En déduire que T, est scindé sur IR.
ol (2k+1)m
implifier 1 duit ] —_—
c) Simplifier le produi 11 cos —

6 Polynomes de Lagrange

EXERCICE 32

Soient n>2, x1,...,x, € Kdistincts et Ly,..., L, les polyndme de Lagrange
associés.

n n
Simplifier ZLI' et Zx,-Li

i=1 i=1

EXERCICE 33

Montrer que :

1 n
VnelN, dAg,..., Ay €R, VPE]Rn[X], / P(t)dt: Z/\kp (S)
0 k=0

EXERCICE 34
Onnote Lgy,...,L,, lespolyndomes de Lagrangedel,?2,..., n.

a) Pour tous k € [[1,n] exprimer le coefficient dominant de Ly au moyen de fac-
torielles.

b) Exprimer de deux maniéres l'unique polyndme P € R[X] tel que d°P < n—1
pour lequel P(k) = k"~ pour tout k € [1,n].

n
c) En déduire une simplification de ) (Z) (—1)" k",
k=0
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