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1. MATRICES ET OPERATIONS SUR LES MATRICES

1 Matrices et opérations sur les matrices

1.1 Définition

Defivition | = Soit I=[1,n] et J=1,p]

Ix]—>K

On appelle matrice (n, p) a coefficients dans KK, une application A .
PP (n,p) PP { (i,]) —> a;

que 'on note sous forme d’un tableau de n lignes et de p colonnes.

a1 a1 ... lllp
ar1 dyp ... azp

A= | , . ou A = (aj;) plusrarement A;;
anl anz oo (an

Le coefficient a;; se trouve a I'intersection de la i-eme ligne et de la j-eme colonne.

L’ensemble des matrice (1, p) dans le corps K est noté : ., ,(K)

Remargue :
e Pour i € I, onnote L; = (a;1,...,a;y) lai-eme ligne de A.
ai;
e Pour j€ ], onnote C;= | : la j-eme colonne de A.
Ay
e Si n = p, lamatrice A est carrée de taille n et ’on note son ensemble ., (K)
La famille (aq1,a2,...,a:m) est appelée diagonale de A.
e Si n =1, ondit que la matrice A est une matrice ligne.
e Si p =1, ondit que la matrice A est une matrice colonne.

e La matrice (1, p) dont tous les coefficients sont nuls est appelée matrice nulle
et notée 0, , ou plus simplement 0.

A\ Il est d'usage d’utiliser i pour indice ligne et j pour indice colonne.

1.2 Somme et produit par un scalaire

Deéfinvition 2 : Soit A = (a;;) et B = (bjj) deux matrices de ., (K).

On définit la combinaison linéaire suivante :

VA, u, AA+uB = (/\ai]' ol “l/lbi]')

Remargue : L'ensemble .7, (K) constitue un K espace vectoriel.

- 2 3 1 -2 4 13
e +3(2 )2 (1 2) = (4 19)
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1. MATRICES ET OPERATIONS SUR LES MATRICES

1.3 Produit matriciel

Deéfivition 2 : Soient A = (ai]') S //n,p(]K) et B= (sz) € .//p,q(]K).
P
On définit le produit matriciel : AB = (cjj) € M4 par cjj= ) a;xby;
k=1
b1 c.. blq
by bpq
1
p P
a1 T A1p — Z aybe ... Z alkbkq
k=1 k=1
P . P .
e fnp Y kb - ) nkbug
k=1 k=1

Remargue :

e On ne peut effectuer ce produit s’il y a compatibilité des formats :

matrice (n, p) x matrice (p, q) = matrice (n, q)

e Le produit matriciel avec des matrices carrées ne change par le format.
A (K) est stable par produit.

e Le produit matriciel n’est pas commutatif.

. . A (0 1\ /1 1y (0 O
e Le produit matriciel peut étre nul avec A et Bnonnulles: (O 0) (0 O) = (O O)

21 4 -1 5

_ 13(3_(1);)):7—310

Exemple = |2 ¢ 2 0 2
(32)x (23 = (33

Théoreme | = Soit A € #,,(K), X € KP et i€ [1,n], je[1,p]

0 4j
s s ’
A X 1] = ”!']' = C] dou AX = ZXJC]
2 : j=1
0 lln]'

(0. 1..0) X A= (% i 8ip) =1L,

Remargue : Par convention, on ne met pas les zéros dans une matrice lorsque
celle-ci en contient beaucoup.
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1. MATRICES ET OPERATIONS SUR LES MATRICES

1.4 Propriétés du produit matriciel

Théoréme 2 : En tenant compte de la compatibilité, le produit matriciel est :
e Associatif: VA, B,C matrices (AB)C = A(BC) = ABC
e Bilinéaire : VA, B, C matrices VA, u € K :

(AA+ uB)C = AAC + uBC et A(AB+ uC) = AAB + uAC

e Possede un élément neutre : 1

On appelle matrice identité de taille n, la matrice carrée: I, =

VA € Myy(K) : T,A= AL = A 1

Remargue :
e On appelle aussi la matrice identité la matrice unité.

e On peut noter la matrice identité avec le symbole de Kronecker : I, = (;;)

Exemple : Soit M et | deux matrices carrées d’ordre n ot | ne posséde que
des coefficients égaux a 1. On a alors JM] = A] ou A est la somme de tous les
coefficients de M : n

n
1 Zakl k_zlakn 1

1 ...1 a1 ... An 1 k=1

1 ... 1) \apyy .. awe) \1 .01 n n 1 ...1

1.5 Transposée N 4:21 (k 1ak£>

Deéfivition 4 : Soit A € My,,(K) telle que A = (a;5).

On appelle transposée de A la matrice notée, tA ou AT, dont on a inversé lignes
et colonnes :

A e //p,n et ‘A= ({/‘l]'l')
o Linéarité: YA, B € #,,(K), \,u €K : (AA+uB) = ANA+ u'B
e Produit: VA € #,,(K),B € #,4,(K) : '(AB) = 'B'A

1 4
1 2 3
- ot _
bxeMFla : <4 5 6) = (; Z)
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1. MATRICES ET OPERATIONS SUR LES MATRICES

Deémonstration : Transposée du produit :

p p p
[t(AB)L]- = (AB)ji =Y ajibii = Y buajg = Y ('Bi) (‘Ayj) = ('B'A);j
k=1 k=1 k=1

1.6 Matrice définies par blocs

‘Dé.‘c;'d;t;cld 'S : Soient A € %n,q, B € %p,q, C € %n/r et D € %p,r
On définit la matrice M € #yyp,;1,(K) al’aidede A, B, Cet D par:

qg r
— <
ni (A C )
pl\B D
Produit de matrices définies par blocs : avec compatibilité des formats
q r
—
A C

L 13 (A CN _ (AN +CB AC+CD/
B D r1\B D) \BA'+BB DC +DD

Remargue : Tout se passe avec les blocs comme avec les scalaires.

1.7 Matrices carrées

Théoreme 3 : Soient A, B € .#,(K) qui commutent.

m . .
On peut alors utiliser la formule du bindme : (A+B)" = )_ (T) A'B"!
i=0

Remargue : Alordre2: (A+B)> = A2+ AB+BA+ B> “*="4 A2 1 2AB + B

Exem;:le : Soit A= et =

S O
O = W
— O
S oo
S O W
S O =

Nestclairque A=I+], et ?=0 = Ji=0i>2

Comme la matrice identité commute avec toute matrice, d’apres la formule du
binome :

n ' ' 1 3n 4n
A"=(13+])”=Z<’7>1§]”1:( "1>1g1]1++1§]0=n]+13= 01 0
i=0 \! = 00 1

Defivition b : Soit A € ., (K).
e On dit que A est symétriquesi ‘A = A
e On dit que A est antisymétrique si 'A = —A
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1. MATRICES ET OPERATIONS SUR LES MATRICES

Remargue : Si A est antisymétrique alors sa diagonale est nulle.

1 2 4 0 -1 -2
Exemple : |2 3 6] estsymétrique et [1 0 3| estantisymétrique.
4 6 5 2 -3 0

Defivition T : Matrice diagonale, scalaire et triangulaires.
e Unmatrice carrée est diagonale si tous ses coefficients non diagonaux sont nuls.
e Un matrice carrée est scalaire si elle est de la forme AI;,, A €K

e Une matrice carrée est triangulaire supérieures (resp. inférieure) si ses coeffi-
cients situé au dessous (resp. au dessus) de sa diagonale sont nuls

Exemples :
a1 A
e Matrice diagonale : e Matrice scalaire : .
ay A
e Matrice triangulaire supérieure e Matrice triangulaire inférieure
aip 412 ... i an
a2 ... A2n a1 a2
Ann nl An2 ... Qnn

Théeoreme 4 : Toute combinaison linéaire et tout produit de matrice triangu-

laires supérieures (resp. inférieure) est une matrice triangulaire supérieure (resp.
inférieure)

1.8 Trace d’une matrice carrée

Defivition 8 : Soit A € #,(K).

On appelle trace de A, notée tr(A) la somme des coefficients diagonaux de A.
e Linéarité: VA,B € #,(K), A u €K, tr(AA+ uB) = Atr(A) + utr(B)

e Produit de matrices: VA,B € #,(K), tr(AB) = tr(BA)

Démonstration : Produit de matrices :

n

tr(AB) = ) (AB)u = ) iakébﬁk = i i bokare = i(BA)ee = tr(BA)
P |

k=1 k=1¢=1 (=1
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2. SYSTEMES LINEAIRES

2 Systemes linéaires

2.1 Définition

Deéfivition & : Soient A € #,,(K) et B € K".
Le systeme (n X p) d'inconnue X € K? défini par :

ay1x1 +apx + -+ apxpy = by
ax1X1 + apxy + -+ +apxy = by

Ap1X1 + Ap2X2 + - -+ AnpXp = by

peut s’écrire matriciellement comme : AX = B
Le systeme est dit homogeénesi B =0 (Okn»).
L’application de K? dans K" : X —— AX est linéaire :
VX, YeKF, A,ueK, AAX+puY) =A(AX) + u(AY)

x
_ ' (123 N x+2y+3z=1
Exemple : Soit le systeme : ( 45 6) z = < 4) & { 4+ 5y+ 62— 4

2.2 Ensemble solution

Théoréeme S : Soient A, ,(K) et B € K",
Le systtme AX = B, avec X € K est
e Soit incompatible s’il n’a pas de solution.

e Soit compatible. Les solutions peuvent alors se décomposer selon le principe :

Solution généralede  Solution N Solution générale de
AX =B ~ particuliére AX=0

Démonstration :

Soit le systtme AX = B compatible dont Xyt est une solution particuliere :

& X — Xpart est une solution Xp,om du systeme homogene associé
<:> X — Xpart + Xhom

x+2y+3z=1

Exemple : Solution du systeme (S) : { 4+ 5y + 62 — 4
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2. SYSTEMES LINEAIRES

e X =(1,0,0) estune solution particuliere de (S)

e Le systeme homogene associé est :

x+2y+3z=0 X+2y = -3z —4x — 8y =12z X=2z
= = =
4x +5y +6z=0 4x + 5y = —6z 4x + 5y = —6z = -2z
e Les solutions de (S) sont :
X =(1,0,0)+ (2, —2z,2)ex = (1,0,0) + Vect [(1, —2,1)]
S— ——
sol. part. sol. syst. hom.
n
Remargue : Onrappelle que Vect(xy, xa,...,xn) = Y Aixi, Aje K.
i=1
Géométriquement Vect [(1, —2,1)] est la droite de vecteur directeur (1, —2,1)
2.3 Algorithme du pivot
On passe d’un systéme (S) a un systéme (S’) équivalent par combinaison de
lignes. On adopte les conventions suivantes :
opération élémentaire codage
Fchange des lignes i et j L; <+ L; (permutation)
Multiplication de la ligne i par A (A # 0) L; < AL; (dilatation)
Addition de la ligne i d'un multiple de la ligne j | L; - L; + AL; (transvection)
Propriete | : Il s’agit par étapes successives de transformer un systeme (S) en

un systéme échelonné (S’) qui lui est équivalent.

Soit I'inconnue du systeme : X = (x1, X2, ..., Xp).

coefficient est appelé pivot (il est préférable que ce coefficient soit égal a 1).
On élimine x; dans Ly, L3, ..., L, par transvection de L; et L;.
On simplifie éventuellement par dilatation et 1’on élimine les lignes nulles.

(il est préférable que ce coefficient soit égal a 1).
On élimine x; dans L3, Ly, ..., L, par transvection de L; et L,.
On simplifie éventuellement par dilatation et 1’on élimine les lignes nulles.

e On réitére ce procédé jusqu’a obtenir une forme échelonnée du systeme.
Sin = p on obtient un systéme triangulaire

e On remonte par transvection ensuite cette forme pour obtenir les solutions.

e On place par permutation en L; une ligne ot le coefficient de x; est non nul. Ce

e S’il existe parmi Ly, L3, ..., L, une ligne ou1 le coefficient de x; est non nul, on la
place par permutation dans L, et on utilise ce coefficient comme nouveau pivot
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2. SYSTEMES LINEAIRES

Exemples :

9x -3y +3z=0

e Résolution de:

—5x+y—6z=—1 Solution: X=(3;8;-1)

x+y+z=10

9% -3y +3z=0 1x+ y+ z=10 L1+ L3
—Sx+y—6z=-1 & 9% -3y +3z=0 Ly < L[4
x—|—]/—|—Z:10 L —5x + y—6Z:—1 L3%L2
(x+y+2z=10
& — 12y +6z=-90 L+ L, —9L,4
L 6]/—2249 L3y < L3 +5L,
([ x+y+z=10 .
= 2y+z=15 L2<**6L2
\ 6y —z =49
([ x+y+z=10
< 2y +z =15
L —4z =4 L3 < L3 — 3L,
z=-1 L, < L
PN 15—z
y_ 2 -
x=10—-y—x=3
2x+y— z— t=-18
e Résolution de : x+y+ z+ t=0
x+y—7z+13t = —40
2x+y— z— t=-18 (1x+y+ z+ t=0 Ly + Ly
x+y+ z+ t=0 & 2x+y— z— t=-18
x+y—7z+13t = —40 | x+y—7z+13t = —40
(x+y+ z+ t=0
& —y—3z— 3t=-18 Ly Ly—2L4
\ —8z+12t=—-40 L3 Ls—1L;
x+y+ z+ t=0
Y Ly < —1Lp
= y+3z+3t=18
22-3t=10 L3« — L3
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3. MATRICES INVERSIBLES

3
z=5+4 =t

2
On remonte ensuite le systeme échelonné : y=18—-3z—3t=3— ?t

xX=—-y—z—t=—-8+5¢t

15 3
Les solutionssont: X = (5, 3,—8, 0) + Vect {(5 R 1)]
N—_——— ——
Sol. part. =0 A 4

sol. syst. hom.

3 Matrices inversibles

3.1 Définition

Defivition 10 : Soit A, (K)
A est inversible sl existe une matrice B € .#,(K) telle que: AB = BA = I,,.
Si la matrice B existe, elle est unique. Elle est appelée inverse de A et est noté A~!.

L'ensemble des matrices inversibles de .#, (K), est appelé groupe linéaire de de-
gré n sur K et est noté GL, (K).

Deémonstration : Unicité : Soit B et B’ deux matrices inverses de A :

AB'=I,

B = BI, "= B(AB') = (BA)B' ="

I,B =B

Remargue :
e Toute matrice carrée avec une ligne ou une colonne nulle n’est pas inversible.

e Une matrice diagonale dont les coefficient sont non nuls est inversible :

—1 1
a1 e

ay 1

Defivition Il : Systéme de Cramer

Un systeme linéaire est dit de Cramer si sa matrice est inversible.
VA €GL,(K), BEK", AX=B & X=A"B

Remargue : La matrice A d’un systéme linéaire AX = Y est inversible si, et
seulement si, pour toute matrice Y le systeme admet une unique solution.

I1 suffit alors de résoudre un systéme pour connaitre la matrice inverse.

9 _3 3 9 -3y +3z=a
Pourlinversede A= |-5 1 —6] onrésout { —5x+y—6z=10
1 1 1 X+y+z=c
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3. MATRICES INVERSIBLES

9x—3y+3z=a ([ 1x+y+z=c L+ L
—Sx+y—6z=>b & Ix—3y+3z=a Ly« L4
x+y+z=c —5x4+y—6z=b Ly L

x+y+z=c
& ¢ 12y+6z=9—a L« 9L 1L
6y —z=5c+b L3+« 5L1+ L3

( xt+y+z=c¢

3 1 1
g 2 ==-Cc— = L —L
y—|—Z 2C 66! 2(—62
L 6y —z=>5c+0b
([ x+y+z=c
2 —{—z—3c—1a
& YyT2=5"%
4z——1c—1a—b L3 < 3L, — L
\ 5 5 3 2 3
( 1 1 1
—__g—_p—= [+ L
z 8a 4b 8C 1 3
& ——1a+1b+13c
Y=78" 78" " 16
7 1
x:—a—i——b+ic L3+ Ly

\ 18 8 16

On trouve alors A~! = Cela est un peu calculatoire !

|
o= = o~

= Qol— ol

o= G Sl

3.2 Matrices inversibles d’ordre 2

Théoréme b6 : Soita,b,c,d e K et A = (Z 2)

a c
b d

e La matrice A est inversible si, et seulement si, det(A) # 0. On a alors :

-1 1 d —c
A ad—bc\-b a

e On appelle déterminant de A le scalaire noté det(A) = =ad —bc

Remargue : Pour ce souvenir de la formule de l'inverse d’une matrice carrée
d’ordre 2, on retiendra que 1’on prend l'inverse du déterminant, on permute les
coefficients de la 1™ diagonale et ’'on prend les opposés dans la 2¢.
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3. MATRICES INVERSIBLES

Théoreme 1 : Formules de Cramer pour un systeme (2 X 2).

+by =
Soit le systeme (S) : {ax A avec 6 = ;, 5, # 0

adx+by=<
Le systeme (S) admet une unique solution (x, y) telle que :

c b
v
x:T et y=

Re.MM‘%Je. :

e Pour se souvenir de ces formules, on retiendra que le dénominateur est tou-
jours ¢ et pour le numérateur, dans x, on remplace la 1 colonne du détermi-
nant par le second membre () tandis que dans y c’est la 2¢ colonne que 1'on
remplace.

e Ces formules sont purement théoriques et sont tres « lourdes » a utiliser dans
la résolution d"un systéme. C’est la raison pour laquelle, elle ne sont plus en-
seignées au lycée.

Deémonstration : Si § # 0 alors la matrice a/ b, est inversible, donc
a b

d’apres le systeme de Cramer :

X\ _ (a b\ '[fc\ 1 b —b\ (c\ 1 cb’ — bc’
y) \a Vv ) ab—ba \—a  a)\c)  abl —ba \ac’ —ca

3.3 Opération sur les matrices inversibles

Théoreme 8 : Soient A, B € GL,(K).

e Inversibilité de lI'inverse: (A~!)"1=A

e Inversibilité du produit: (AB)~! =B 1A~!

e Inversibilité d'une puissance : (A*)~! = (A", ke Z
1

e Inversibilité de la transposée : (fA)~! = {(A~1)

Deémonstration :

e Inverse : immédiat d’apres la définition.

e Produit: (AB)(B'A™1) = A(BB"HA™ ! = Al,L A1 = AA"1 =1,
deméme (B 'A1)(AB) =1,

e Puissance : Récurrence sur k € IN a partir du produit puis avec l'inverse k € Z.

e Transposée: (‘A)H(A™1) = 1(AA"Y) =], =1, deméme (‘A71)('A) =1,
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3. MATRICES INVERSIBLES

3.4 Opérations sur les lignes et colonnes

Deéfivition 12 : Base canonique de .7, ,(K). Soient I = [1,n] et ] = [1, p].

On note E; ; la matrice de .#,,,(IK) dont tous les coefficients sont nuls a I'excep-
tion de celui de la i-eme ligne et de la j-eme colonne qui vaut 1.

La famille (E; ;)icrje; estla base canonique de .4, , (KK).

A-Pfliutiou : En fonction de cette base, on va définir les opérations élémentaires
sur les lignes et les colonnes. On définit alors des matrices de passage :

e Permutation : Pi,j = Ei,j + Ej,i +I,—E;; — E]/]
e Dilatation: D;(A)=I,+(A—1)E;; , A#0
e Transvection: T;;(A) = I, + AE;;

1 1 i j
1
. 1 1 \l/ 1 \L

) ' 1! 1 1 1 . !
e T CI o ¥

1 1 1 : 1 1

1 1 i —=----A---- :
) | 10 :1 1—=]---A--1-- -
j—=F---1---0-- -1 '

1 1 l ! ‘ 1 .

1 1 . ' 1

: L1

Matrice permutation P; j Matrice dilatation D;(\) Matrice transvection T; j(1)

Remargue :

e Sila matrice A € .#},(K) n’est pas carrée, prendre p au lieu de n pour les
opérations sur les colonnes.

e Ces opérations étant réversibles, ces trois matrices de passage sont inversibles :

— _ 1 B
P =Py , D7'(A) =D (X) et T'(A)=T;(—A)

opération codage matrice de passage
permutation Li< Lj ou C; < C; P
dilatation L; < AL; ou C; + AC; D;(A)
transvection | L; < L;+AL; ou C; < C;+AC; T;;(A)
Application :

e Sil’on fait des opérations sur les lignes on multiplie A a gauche par P; j, D;(A)
ou Ti,j(/\)-

e Sil’on fait des opérations sur les colonnes on multiplie A & droite par P; ;, D;(A)
ou Tz,]()\)
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3. MATRICES INVERSIBLES

Théoreme & : Soit A € 4, (K).

Sil’on peut transformer A en I, par des opérations élémentaires alors ces mémes
opérations permettent de transformer I,, en Al

Remargue : C’est une autre méthode pour déterminer l'inverse d"une matrice.

/\ On opere soit sur les lignes, soit sur les colonnes mais pas sur les deux!

ExeMPle : Méthode Gauss-Jordan : variante du pivot de Gauss
On combine toutes les lignes avec le pivot pas seulement les lignes supérieures.

9 -3 3
Déterminer 'inverse de la matrice A = | —5 1 —6
1 1 1

On choisit de travailler sur les lignes (colonne apres colonne) pour obtenir la ma-
trice identité a partir de A. Un travail sur les colonnes serait tout aussi judicieux.

A I
4 § P S
9 -3 3 1 0 0
-5 1 -6 010
1 1 1 00 1
1 1 Ly + L3 00 1
9 -3 3 Ly Ly 100
-5 1 -6 L3« L, 010
1 1 1 00 1
0 —12 —6] Ly« L2—9L, 10 -9
0 6 -1/ L3« L3+5L 01 5
11 1 0 0 1
01 % Lz%*%[lz —11—2 0 %
0 6 —1 015
10 5 Ly« Ly — Ly Lol
01} 4 0§
0 0 —4 L3z < L3 —6L) % 1 %
1o} B0
1 3
2 - 0 3
00 1 Ly« —1Ls -1 -1 1
01 0] Lel-ds ok bR
0 01 1 1 _1
N——— N 8 V4 8 .
I e
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3. MATRICES INVERSIBLES

3.5 Matrices triangulaires inversibles

Théeoreme 10 : Matrices triangulaires inversibles

Une matrice triangulaire A est inversible si, et seulement si, ses coefficients dia-
gonaux sont non nuls. Dans ce cas, A~ ! est elle aussi triangulaire de méme type
et ses coefficients diagonaux sont les inverses des coefficients diagonaux de A.

Deémonstration : Sur les matrices supérieures. (Les matrices inférieures se
déduisent par transposition).

Récurrence sur la taille de la matrice. Soit A, une matrice triangulaire de taille 7.
Montrons que : Vn € N*, (A, inversible < Vi€ [1,n], a; #0)

Initialisation : : n = 1. La matrice (a) est triangulaire supérieur et inversible si,
et seulement si, a # 0. La proposition est initialisée.

Hérédité : : Soit n € IN*. Par double implication
Supposons I'équivalence vraie a 1’ordre n.

Montrons alors qu’elle est vraie a l'ordre (n +1). Ona: A, = <64 " 2)
1,n

avec C e #,1(K) etd e K

e A, inversible.

n+1 = B d

_ A C A/ CI I 0
AnHAn}rl:IﬂH < (011:1 d) (37 d') N (01nn T)

<f,> AI’ZA;/[ -I_ CB/ Ancl + Cd/ — In O”l,l
B’ dd’ 01, 1

’

/ !/
Al (A” C) avec B' € 4 ,(K), C' € #4,,(K) et d € K

—dd =1 = d#0
- dB = Ol,n = B = 01,71 car d 75 0
-B'=01,=01, = AsA, =1, = Ayinversible

D’aprés 'hypothese de récurrence tous les coefficients diagonaux de A, sont
non nuls et comme d # 0, tous les coefficient diagonaux de A, sont non nuls.

e A, 11 a ses coefficient diagonaux non nuls donc d # 0 et d’apres I’hypothese
de récurrrence A, est inversible.

An C\ (A —3ACY _ (AA7Y —1AA C+ 3 _ (e 0p1) _
Ol,n d 01,;1 % o 01,,1 1 o Ol,n 1 — il

Al —lAlc) (A c)
On vérifie de méme : n d*on " =1
vérifi (01% % Oy d n+1
A, 11 est inversible.

Par initialisation et hérédité 1’équivalence est donc vérifiée pour tous n € IN*.
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