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1. FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES

Introduction

Nous avons rencontré la notion de déterminant dans les systemes (2,2) ou
(3,3) pour savoir s’il y avait une solution unique et dans le plan ou l'espace
vectoriel pour connaitre la colinéarité de deux vecteurs ou la coplanarité de 3
vecteurs.

Nous allons généraliser cette notion a la dimension n en nous éloignant de la
notion de résolution d"un systeme ou le lien entre vecteurs.

La définition de déterminant est une notion un peu complexe qui fait intervenir
une forme multilinéaire alternée et la signature d’une permutation. Il est néces-
saire de passer un peu de temps pour bien comprendre ces notions qui sont un
peu abstraite au premier abord.

1 Formes multilinéaires alternées

1.1 Forme n-linéaire

Defivition | : Soit Eq, Ey,.. ., E, des K-espaces vectoriels.

Onditque f : E;, xE; X --- x E; — K est une forme n-linéaire si f est linéaire
par rapport a chacune de ses variables.

Remargue : Sin = 2ondit que f est une forme bilinéaire.
Exemples :

e Dans l’espace le produit scalaire (i, %) — i - U est une forme bilinéaire.

e Dans le plan le déterminant (if, 7) — det(ii, ¥) est une forme bilinéaire.

1.2 Forme n-linéaire alternée

Defivition 2 : E un K-espace vectoriel et f une forme n-linéaire de E".

On dit que f est une forme n-linéaire alternée si f est nulle sur toute famille de
vecteurs dont au moins deux sont égaux.

Remargue : Cette définition curieuse dans le sens o1 'on ne «voit » pas d’alter-
nance va prendre tout son sens avec le 3¢ alinéa du théoréme suivant :

Théoreme | : E unK-espace vectoriel et f une forme n-linéaire alternée de E”".
e f est nulle sur toute famille liée.

e On ne change pas la valeur de f quand on ajoute a 1'une de ses variable une
combinaison linéaire des autres.

e f est antisymétrique, i.e. on obtient la valeur opposée si 'on permute deux
variables :

Vx1,...,x, €E, i,j€[1,n], fCGooxj i) =—f( . xi,0,Xj,..0)
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1. FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES

E&MAV‘%)& : Le caractere alternée est indissociable de 1’antisymétrie de f.

Demonstration : Cela découle de la linéarité de f pour chaque variable.
° (xl-) liée = dke [[1,1’1]], X = Z/\ixi
i~k
flx1, oo, Xpyeen, Xn) = f(xl,...,ZAixi,...,xn)
) ) i7k x; apparait deux fois
hneérlte 2 )\if(ﬁ(fl, v, Xk—=1, X4, xk+1, e xn) = O

ik

° xk—>xk+22xixi

i#k =0 (1¢ alinéa)

1- 2 -tf - Y
oot S ) ™ 1 )+ F o, D Ay ) = £

ik ik

o xX; > Xj+Xxjet xj—xj+x:
=0 =

P N lingarits P
f(...,xi+xj,...,xj—i—xi,...) meénef(...,xi,...,xj,...)—i—f(...,xi,...,xi,...

On a alors : f(...,x]-,...,xi,...) = —f(...,x,-,...,x]-,...)

1.3 Expression d’une forme n-linéaire alternée

formé par toutes les permutations o de [[1, 1]

Defivition 3 : On appelle groupe symétrique d’ordre 1, noté S, le groupe

symétrique de degré n.

n
Onaalors: f(x1,...,x,) = Y, ( ag(i)i> @ o))
1

ceS, \i=

Théoreme 2 : E unespace de dimensionn # 0 debase 2 = (e1,e,...,€,),

(x;) une famille de n vecteurs de E de matrice A = (a;;) dans % et S, le groupe

Remargue : L'expression est complexe et a de quoi dérouter. Analysons en détail

cette égalité.

n
On exprime chaque vecteurs x; dans labasede E: x; = Z A, €k,
ki=1
Chaque indice de sommation k; est différent pour chaque x;.

n n
flxi,...,xn) =f<2 Ay 1€kys-oor Y aknnekn>
ki=1

ky=1

linéarité
mneartte Z akll ...aknnf(ekl,...,ekn)
k1,---kn
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2. GROUPES SYMETRIQUES

Du caractere alternée de f, dés que deux ¢, sont égaux, f(ex,, ..., e,) = 0.
On ne retient donc que les n-listes (k;) d’éléments distincts c’est & dire les permu-
tations ¢ de [[1, 1] tel que o (i) = k;. Avec cette notation, on obtient bien :

f(xl,...,xn) = Z < aa(i)i) f(eg(l),...,ea(n))
i=1

oEeS, =

Le caractere antisymétrique de f s’applique alors au calcul de f (e (1), - -, €(n))

Par exemple, n =3 etlapermutation o suivante: o(1) =2, ¢(2) =3, ¢(3) = 1:

e1<>ep ep<—re3

f(eg’(l)/ 60(2)/ 60’(3)) = f(eZI €3, 61) = _f(ell €3, 62) = +f(61162/ 63)

Ftudions maintenant ce groupe des permutations.

2 Groupes symétriques

2.1 Notation

Defivition 4 : Soit la permutation o de [1, n].

o . . _ 1 2 ... n
On écrit cette permutation sous la forme matricielle : (U 1) o) ... >

Exemple :
e Dans [1,4], la permutation o :

G i1 i) & 0(1)=2, 0(2) =4, 0(3) =1, o(4) =3

e On peut composer deux permutation successives ¢’ o &
o oo — 123 45\(12345\ (12345
~\14253/)\21453/ 41532

/\ La composition se lit de droite a gauche.

e On peut retrouver facilement la permutation inverse en allant de bas en haut.
o — 123 4 I 123 4
~\34 21 4312

2.2 Support d'une permutation, permutations disjointes

Deéfivition S : Soito € S,,.

e On appelle support de o I'ensemble, noté supp(c), des éléments de [[1, n]] qui
ne sont pas fixés par o :

supp(c) = {x € [L,n], o(x) # x}
e Deux permutations de [[1, n] sont disjointes si leurs supports sont disjoints.

Propriété : Deux permutations disjointes commutent.

PAUL MILAN 4 CPGE L1 - ALGEBRE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

2. GROUPES SYMETRIQUES

Deémonstration : Montrons la commutativité de deux permutations disjointes.
Soito, 0’ € Sy, :
e Six ¢ supp(c)Usupp(c’) = cod/(x)=0(x)=x et 0/oo(x)=0'(x) =x

e Six € supp(o) 7o dgointes Zsupp(d’) = o(x)=x =
cgoco'(x)=0c(x) et 0 oo(x) =0(x)

e Six € supp(¢’) méme démarche.

- 1 23 45
Exemple : 0= <2 13 5) = supp(c) = {1,2,4}

2.3 Cycle et transposition

Defivition b : Soitp € [2,n] et o €S,
e On appelle p-cycle ou cycle de longueur p toute permutation o pour laquelle il
existe p éléments distincts x, € [1, n] tels que :
o(x1) =x2, 0(x2) =2x3, ..., 0(xp_1) = xp, 0(Xp) =x1
o(x)=x si x¢&{x1,...,xp}
Un tel p-cycle estnoté (x1 x5 ... xp) et supp(c) = {x1,x2,...,%,}

e Un 2-cycle de [[1, n]] est appelé transposition de [[1, ]

Remargue : Lanotation d'un p-cycle est a l'ordre du premier terme pres :
(152) =(521) = (215)

Exem;:les :

W N

1 34567
e Dans [[1,7], le p cycle de (1 150 6 ) est (2345)

e Composition de plusieurs cycle: (125)(12)(345) = (1 ; 2 411 g)

/\ Pour une composition aller de la droite vers la gauche.

Théoréeme 2 : Soito € S,,.

Toute permutation o peut étre décomposer d’une seule maniere (a 'ordre des
cycles pres) comme produit de cycles disjoints.

Remargue : Comme des supports disjoints commutent, les cycles étant disjoints
commutent également.

p g) — (154)(36) = (36)(154)
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2. GROUPES SYMETRIQUES

Théoreme 4 : Le groupe symétrique est engendré par ses transposition.

Toute permutation o € S, peut étre décomposé comme produits de transposi-
tions.

Remargue :

e Pour permuter n objet, on peut toujours le faire progressivement par 1'échange
de deux objets.

e Cette décomposition n’est pas unique: (123) = (12)(23) = (13)(12).

En effet pour transformer 2 3 1 en 1 2 3 on peut échanger 1 et 2 puis 2 et 3 ou
échanger 1 et 3 puis 1 et 2.

e Méme le nombre de transpositions n’est pas unique, en effet :
(1452)=(12)(45)(15)
=(14)(52)(43)(24)(23)
o Cette décomposition a une analogie avec le tri d’entiers uniquement a l'aide
d’échanges (cf tri a bulle) : pour trier 41352 — (4 1)(52)(4 2)

4 1 3 5 2 onéchange4etl (41)
1 4 3 5 2 onéchangeb5et2 (52)
1 4 3 2 5 onéchange4et2 (42)
1 2 3 45

2.4 Signature

Theoreme S : Onappelle signature, notée €, 'unique morphisme de groupe de
(Sp,0) dans ({—1;1}, x) qui a toutes transposition de S, associe la valeur (—1).

Vo,0' €Sy, e(ood’)=e(0)e(o’)

On dit que o est paire si €(0) =1 etimpairesi e(c) = —1

Remargue : La signature d’une transposition nous donne la parité du nombre
de transpositions nécessaires pour définir une permutation et ce malgré la non
unicité de ce nombre.

Théeoreme b : Lasignature d’un p-cyclede [1,n] est (—1)P~!

Deémonstration : D’apres la définition d’'un p-cycle :
(%1 ... xp) = (x1x2) (X2 x3) ... (Xp—1 Xp)

Un p-cycle fait intervenir (p — 1) transpositions d’oi1 une signature de (—1)7~!

Exemple : €((2461)) = (-1)* 1 =-1
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3. DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE

Théoreme 1 : Soit f une forme n-linéaire de E".

f est alternée si, et seulement si :
Vxi,...,x, €E, 0 €Sy, f(xa(l),...,xg(n)) =e€(0)f(x1,...,%n)

Remargue : On peut alors simplifier 'expression d"une forme n-linéaire alternée

o z(yp ) e ereoiy) = (z Ao ) e

oES, oES,

3 Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

3.1 Définition

Defivition 1 : Soient E # {0g} un K-espace vectoriel de dimension 7 et
B = (eq,...,e,) une base de E.

On appelle déterminant d’une famille (x;) de n vecteurs de E de matrice (a;;)
dans B, la valeur prise en (x;) par l'unique forme n-linéaire alternée ¢ tel que

pler,...,en) =1:
detp(x1,...,x0) = ) € Ha

oEeS,

Remargue : Soit f une forme n-linéaire alternée de E", alors: f = f(#) dety

3.2 Changement de base

Théeoreme 8 : Soient E # {0g} un K-espace vectoriel de dimension 7 et B et
B’ deux bases de E et (x;) une famille de n vecteurs de E.

1
e detg(xy,...,x,) = detg(B') detp/(xq,...,x,) et detp(B)=

detB(B’)
o (x1,...,x,) base < detg(xy,...,x,) #0

Deémovstration :

e Comme detp est une forme n-linéaire alternée, en 1’exprimant en fonction de B/,
on obtient : detg = detp(B’) detp
La valeur en (x;) est alors: detg(xy,...,x,) = detg(B’) detg(x1,...,x,)
Si(x;) =B:

detg(B) = detg(B’) detp/(B) or detg(B) =1 donc detp (B) = L

detB(B’)
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3. DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE

o Si (x;) est une base alors: detg(xy,...,x,) det(,)(B) = detg(B) =1 donc
detB(xl,. . .,Xn) 7é 0

Réciproquement, par la contraposée, si (x;) n’est pas une base alors (x;) est liée
et comme detp est une forme n-linéaire alternée detg(xy,...,x,) =0

3.3 Déterminant en dimension 2 et 3

Théeoreme & : Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 de base B

Si x(x1,x2) et y(yy,y2) danslabase B alors:

X1 Y1

= X1Y2 — X2l1

Remargue : On retrouve ainsi notre déterminant classique a l'aide de la défini-
tion générale.
Démonstration :

e Les seules permutations o de Sy sont : Id et (1 2) de signature 1 et —1.

° detB(x,y) = Z xa(l)ya(2) :@_@
UE€S) 1d (12)

cosf@ —sinf

o020 ein2 ) —
sin®  cosf =cos“f — (—sin“0) =1

Exem;:le :

Théoréme 10 : Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 de base B
Si x(x1,x2,%3), y(y1,Y2,y3) et z = (z1,23,23) danslabase B alors:
X1 VY1 21

detp(x,y,z) = [x2 Y2 22
X3 Y3 Z3

= X1Y223 + X2Y321 + X3Y122 — X3Y2Z1 — X2Y123 — X1Y322

Deémonstration :
e Permutationsode S3: {Id, (123), (132), (12), (13), (23)}

Les trois premieres sont de signature 1 et les trois derniéres de signature —1.

o detp(x,y,2) = ) Xo(1)Yo(2)Z0(3)

0eSy
= X1Y223 + X2Y321 + X3Y122 — X3Y2Z1 — X2Y1Z3 — X1Y322
N N N N N~ N~
Id (123) (132) (13) (12) (23)
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3. DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE

Proprietée | : Regle de Sarrus.
Pour appliquer facilement la formule du déterminant pour n = 3 :
e On recopie les deux premieres colonnes a droite.

e On additionne les trois produits de trois termes selon les diagonales descen-
dantes.

e On soustrait les trois produits de trois termes selon les diagonales ascendantes.

X1 Y1 Z21 X1 1 X1 Y1 21 X1 Y1

X2 Y2 Zp Xp Y2 — (X2 Y2 Zp X2 Y2

X3 Y3 23 X3 U3 X3 Ys 23 X3 U3
2 1 4 2 1 4 2 1
ExeMPle : Calculer D=1 -1 3] —» |1 -1 3 1 —
3 21 3 21 3 2

D=@2)(-1)1)+1)B)3)+ @) (1)(2) - (4)(-1)(3) = (2)(3)(2) = (1H)(1)(1)
=-2+9+8+12-12—-1=14

Remargue : Une variante un peu plus rapide évite de recopier les deux colonnes :

On additionne les produits bleu, rouge, vert du 1°* groupe et 'on soustrait les
produits bleu, rouge, vert du 2¢ groupe.

2 1 4 2 1 4 2 1 4
1 -1 3 —- |1 -1 3|—|1 -1 3
3 21 3 21 3 21

D=@2)(=1)M)+1)(2)(4)+B)(1)B) = (4 (=1)3) = (3)(2)(2) = (1)(1)(1) = 14

3.4 Interprétation d’'un déterminant réel de dimension 2 et 3

Propriete 2 : Soit i/ et T deux vecteurs de IR? et B, la base canonique de R?.

A

S
\
\
T

|det g, (i, 7)| =

Aire du parallélogramme porté par i et ¥
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3. DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE

\J
\]

P\r‘af_rié’té 3 . Soit il, 7 et @ trois vecteurs de R3 et B la base canonique de R3.

|det g, (i, 7, W)| =

Volume du parallélépipede porté
parii, Uetw

S
|

3.5 Orientation d’un R-espace vectoriel

Defivition 8 : Soit E # {0} un R-espace vectoriel de dimension 7.
Soit la relation binaire % « avoir la méme orientation » dans I’ensemble des bases
de E : pour toutes bases B et B’ de E

B#B <« detg(B') >0
La relation Z est une relation d’équivalence. Il existe deux orientations possibles
(classes d’équivalence) : directe ou indirecte.

Une base est directe si elle a la méme orientation que la base canonique de E et
indirecte sinon.

Deémonstration : Montrons que Z est une relation d’équivalence :
e Réflexivité: BZ B car detg(B)=1>0
e Symétrie :

B % B' alors detg(B’) > 0 or dety (B) L

_ /
= —detB(B’) >0 donc B '#B

e Transitivité :
B%# B detB(B’)>0
B'" % B" detp (B") >0

donc detg(B”) > 0 alors BZ B”

or detp (B") = detp (B)detg(B”) > 0
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4. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

4 Déterminant d’une matrice carrée

4.1 Définition

Defivition & : Soit A € ,(K).

On appelle déterminant de A le déterminant de la famille des colonnes (C;) de A
dans la base canonique B;, de K". On note alors :

a1 ... Qn
det(A) = detp, (Cq,...,Cy) = :

anl . e ann

Remargue : Le déterminant de la matrice identité est égal a 1: det(l,) =1

Théoreme |l : Soient A, B € .4, (K).
e Multilinéarité : VA € K, det(AA) = A" det(A)
e Produit: det(AB) = det(A) det(B)

e Inversibilité : A inversible < det(A) # 0 dans ce cas det(A™!) = detl( A)

e Transposition: det(‘A) = det(A)

Remargue : L'invariance du déterminant par transposition signifie que le déter-
minant d"une matrice A est multilinéaire par rapport aux ligne de A

/\ detn’est pas une forme linéaire de .#), dans K.

En général det(AA + uB) # Adet(A) + udet(B)

ExeMFle : Multilinéarité des colonnes et des lignes :

A 20 1 20 1 2 0 1 20
20 =1 3| =A| 2 =1 3| et 20 —A 3A|l=A] 2 -1 3
-A 21 -1 21 -1 2 1 -1 21

4.2 Calcul de déterminants par la méthode du pivot de Gauss

Théoreme 12 : Soienti,i € [1,n] avec i #j et A €K
o Li+ Li+ALjouC; < C; + AC; laisse le déterminant invariant.
e L; < AL;ou C; <~ AC; multiplie le déterminant par A

e L; <> LjouC; «» C; multiplie le déterminant par (—1)

Deémonstration : Uniquement avec les colonnes (invariance par transposition).
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4. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

e Transvection : linéarité par rapport a la j-eme colonne :
2 fois C;

—~—
detBn(...,Cj—{—)\Ci,...) :detBn(---/Cjz---)+/\detBn(~-/Ci/---)
= det(A) +0 = det(A)

e Dilatation : linéarité par rapport a la j-eéme colonne :

detBn(...,)\C]' ) = /\detB”(...,C]',...) = /\det(A)

e Transposition (i j) : caractére alterné

detB ...,C',...,Ci,... :—detB ...,C,’,...,C',... = —det(A
n ] n ]

ExeMPle : Avecn = 4. On cherche a avoir "1" et des "0" sur la 1™ colonne.

1 50 -1 |1 5 0 -1
4 4 5 1 0 —-16 2 5| La+Lry—4L,
3 64 0 |0 —9 4 3| LiLs-3L
2 01 1/ |0 =10 1 3| LieLi2L
-16 2 5 1 —10 3
=1x|—-9 4 3 :(—1)2>< 4 -9 3| C«G
10 1 3 2 16 5| Lol

1 —-10 3
=10 31 —9| Ly«IL,-4L,
0 4 —1| Ly+15-214

31 —9‘

W g = —31+36=5

4.3 Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Defivition 10 : Soient A = () € My(K) et i,j € [1,n].

e On appelle mineur de a;, le déterminant A;;(A) de la matrice extraite de A par
suppression la i-eme ligne et la j-éme colonne.

e On appelle cofacteur de a;; , le scalaire (—1)"A;;(A).

Remargue : Le signe du cofacteur vient de la forme alternée du déterminant qui
multiplie par (—1) chaque décalage de ligne et de colonne.

+ —
. T e o
Les signes sont alors distribués ainsi : + -

+
+

EX&MPI& : AZl 4 7'

6 9

W N =

o Ul

O ®© 3
I
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4. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Théoreme 13 : Soient A = (a;;) € M,(K) et i,j € [1,n].
n . .
o Développement par rapport a une ligne : det(A) = Y (—1)"a;A;(A)
=1
n . .
e Développement par rapport a une colonne : det(A) =Y (—1)""a;A;j(A)

i=1

Remargue : Cette méthode de calcul révele tout son intérét lorsque l'on déve-
loppe par rapport a une ligne ou une colonne qui comporte beaucoup de zéros.
Dans le cas contraire la méthode du pivot est parfois plus avantageuse surtout si
I'on s’intéresse a la nullité ou non d’un déterminant.

Exemples :
e Développement par rapport a la 1 colonne et a la 2¢ ligne :
14 7
5 8 4 7 4 7
2 5 8 =+1 -2 +3
36 9 6 9 6 9 5 8
1 47
4 7 17 1 4
2 5 8=-2 +5 -8
36 9 6 9 39 3 6
L0311y g s
3 =43 1 -1/—4;3 1 -1
vs 1l 02 3 02 3
002 3

“o(zh Tal=2f ) s (= 5)
—=4(2(5) —3(3)) —4(—3(7)) =40 — 36 + 84 = 88

4.4 Déterminant de Vandermonde

Théoréme 14 : Soient xq, xp, ..., X, complexes et i,j € [1,n] avec n >2

1 x 22 ... x?_l
: D =)
1 x, x2 xil s

Démonstration : Par récurrence :
Posons V;, = (x1, ..., x,) le déterminant de Vandermonde

X1

Initialisation: V,(x1,x) = 1
2

= X2 — x1. La proposition est initialisée.
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4. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Hérédité : Soit n > 2. On suppose que Vj(x1,...,x,) = H (x]- —Xx;),
1<i<j<n

n
HR
On a alors : IT —x) = Valxr, .o x0) [ [(x041 — x5)

1<i<j<n+1 i=1
n

Montrons que Vi1 (x1, ..., Xp41) = Vu(x1, ..o, x0) [ J(xns1 — x1)
i=1
CcC—-C

X1,..., Xy fixés et distincts, considérons la fonction P :
x = Viyp1(xq, ..., X0, %)

e On développant par rapport a la (n + 1)-éme ligne du déterminant :
n .
P(x) = ) _ Ajx) ot A; sont des cofacteurs
j=0
Le coefficient dominant A, = (—=1)2"V,,(x1,...,x,) = Vi (x1,..., %n)
e Vie [1,n], P(x;) =0 car deux lignes identiques.

P admet n racines distinctes : xy, ..., x, on peut donc factoriser :

n

P(x) = Ay ﬁ(x —x;) = Vu(x1,..., xn) H(x — X;)

* P(xn—l—l) = Vn—i—l(xl/ ceey xn—l—l) =W (xlz ceey xn) H(xn—l—l - xi)
i=1

o Cette égalité reste vraie si xq, ..., X, ne sont pas distincts car alors les détermi-
nants sont nuls.

La proposition est héréditaire.

RQMAV‘%UQ : Va(xy,...,x0) =0 & 3Ji,je[l,n], i #j, X = X;

4.5 Comatrice

Defivition |l = Soient A = (a;;) € M, (K) et i,j € [1,n].
On appelle comatrice de A, notée com(A), la matrice des cofacteur de A :
com(A) = ((~1)"*/8;(4))

1<i,j<n

Théeoreme IS : Soit A € .#,(K) alors com(A)A = Afcom(A) = det(A)I,

En particulier si A est inversible A1 = fcom(A)

det(A)

Remargue : Cette formule est importante au niveau théorique mais inutilisable
en pratique pour inverser une matrice.

Exemple : n =2, pour A = (Z 2) ona com(A) = (_Lj _Z)
d

—c 1 d —c
_b a) onretrouve A7 = e (—b a)
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4. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Démonstration : Montrons que: Afcom(A) = det(A)I,
q

n .

Cela revient a montrer que kz aik(—l)]JrkAjk(A) = det(A)J;; o J;; est le sym-
=1

bole de Kronecker

n . n .
o Si i=j: Y ap(—1)"*Au(A) =Y ai(=1)" Dy (A) = det(A).
k=1 k=1

car développement de det(A) par rapport a la i-eme ligne.

e Si i # j: On forme la matrice B en remplagant dans A la j-eme ligne par la
i-eme. On a alors det(B) = 0 car B possede deux lignes identiques.

On développe det(B) par rapport a la j-eme ligne. Les mineurs A (B) et Ay (A)
associés a cette ligne sont alors égaux donc :

i ai(—1) AR (A) = i ai(—1)"" A (B) = det(B) = 0
k=1 k=1

4.6 Déterminant d’'une matrice diagonale et triangulaire

Théoreme 16 : Soit A € .#,(K) une matrice diagonale ou triangulaire.

alors le déterminant de A est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

EXQMP'& i A=

o O
SN =

5
6| alors det(A) =1x2x3=6
3

Deémonstration : La démonstration se fait par récurrence sur une matrice trian-
gulaire supérieure. Par I'invariabilité du déterminant par transposition, cela reste
vrai pour une matrice triangulaire inférieure.

Initialisation : n = 1, det((a)) = a la proposition est initialisée.

Hérédité : Soit n € IN*, on suppose que toute matrice triangulaire supérieure de
Ay (K) a pour déterminant le produit de ses coefficient diagonaux.

Soit A,+1 € My,+1(K) triangulaire supérieure. Si on développe A, ;1 par rapport
a sa 1™ colonne on a :

e G a2 ... A2(n41)
det(A, ;1) aap ... A(n+1) . .
ntl) = , ) =an
: : .
(1) (nt1) (n+1)(n+1)

HR
= dq1 X dp.. 'a(n+1)(n+1)
La proposition est héréditaire.

Remargue : Le théoreme reste vrai si A est triangulaire par blocs.
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5. DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

5 Déterminant d’'un endomorphisme

5.1 Théoréme

Théoreme IT : Soient E # {0g} un K-espace vectoriel de dim. n et f € Z(E).
Le scalaire detp (f(B)) = det (Matp(f)) ne dépend pas de la base B choisie.
On l'appelle déterminant de f que 1’on note det(f)

Remargue : Qu’importe la base pour le déterminant d’un endomorphisme.

5.2 Propriétés

Théoreme 18 : Soient E # {0g} un K-espace vectoriel dedim.net f,¢ € Z(E).

e Déterminant d"une famille de vecteurs (x;) par f :
detp (f(x1,...,xn)) = det(f)det (x1,...,x,)

e Déterminant d"une composée :

det(go f) = det(g) det(f) et det(Af) = A"det(f)

e Automorphisme: f automorphismede E < det(f) # 0

5.3 Orientation d’un R-espace vectoriel par un automorphisme

Théoreme 19 : Soient E # {0g} un R-espace vectoriel de dim. n et f € GL(E).

e Si det(f) > 0, alors 'image de toute base directe (resp. indirecte) de E est une
base directe (resp. indirecte) de E. On dit que f préserve 'orientation.

e Si det(f) < 0, alors I'image de toute base directe (resp. indirecte) de E est une
base indirecte (resp. directe) de E. On dit que f renverse 1’orientation

Remargue : On peut citer les automorphismes de R3 dans IR® comme les rota-
tions et les homothéties vectorielles qui conservent ’orientation et les réflexions
vectorielles qui renversent 1’orientation.

PAUL MILAN 16 CPGE L1 - ALGEBRE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

	Formes multilinéaires alternées
	Forme n-linéaire
	Forme n-linéaire alternée
	Expression d'une forme n-linéaire alternée

	Groupes symétriques
	Notation
	Support d'une permutation, permutations disjointes
	Cycle et transposition
	Signature

	Déterminant d'une famille de vecteurs dans une base
	Définition
	Changement de base
	Déterminant en dimension 2 et 3
	Interprétation d'un déterminant réel de dimension 2 et 3
	Orientation d'un R-espace vectoriel

	Déterminant d'une matrice carrée
	Définition
	Calcul de déterminants par la méthode du pivot de Gauss
	Développement par rapport à une ligne ou une colonne
	Déterminant de Vandermonde
	Comatrice
	Déterminant d'une matrice diagonale et triangulaire

	Déterminant d'un endomorphisme
	Théorème
	Propriétés
	Orientation d'un R-espace vectoriel par un automorphisme


