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| Un probleme historigue

La notion de fonction dérivée que nous verrons dans ce chapitre ne s’est pas
construite en un jour. Un petit probleme historique va nous permettre de com-
prendre les difficultés qu’on rencontrées les mathématiciens pour définir la fonc-
tion dérivée.

Newton (1643 - 1727), qui avait une chaire de mathématique, voulu résoudre
le probleme de la vitesse instantané. Soit une pierre que l'on lache a t = 0 s.
Quelle est sa vitesse instantanée au bout d’une seconde ?

Newton savait depuis Galilée que sil’on néglige la force de frottement de l'air
sur la pierre (matiére compacte), sa vitesse ne dépend pas de sa masse. Galilée a
pu déterminer 1’équation horaire (position de 1’objet en fonction du temps) d'un
objet en chute libre. Cette équation est de la forme (¢ = 10 m/s? accélération de
la pesenteur) :

femps en seconde z(t) = % gtz — 542
? =0
¢ /=] Pour calculer la vitesse instantanée en t = 1, on mesure la
m distance entre les instant t = 1 et t = 1 + dt, ou l'intervalle
Y e de temps dt est le plus petit possible.
z(1+dt) —z(1)
1) =
v(1) o
5(1+dt)>?—5
1) =
v(1) T
2 _
| P 0(1):5+10dt—|—5dt 5
dt
' U(l) = 10 + 5dt

Newton dit alors que la vitesse en t = 1s est de 10 m/s. Mais la vitesse est-elle
exactement égale a 10 m/s ou d’environ 10 m/s?

Si la vitesse est exactement de 10 m/s alors dt = 0 mais dans ce cas 13, la
notion de vitesse instantanée n’a aucun sens (dénominateur nul) et si la vitesse
enstantanée est d’environ 10 m/s comment calculer la vitesse exacte ?

Ce probleme qui a opposé les mathématiciens ne sera résolu qu’au XIX® siecle
avec la notion de limite. Cependant si cette notion de limite est rigoureuse elle a
malheureusement complexifiée le probléeme de départ. On écrira alors :

La vitesse en 1 est la limite quand ¢ tend vers 1 de la variation de z, dz, sur la
variation de temps dt.
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4 2 LIMITE EN UN POINT

2 (Cimite en uv point

2. Defivition

En premiére seule une approche est demandée pour la limite. Pour les pu-
ristes, nous donnerons la définition régoureuse.

Defivition | : On dit que la limite en a d’une fonction f est égale a ¢ si

et seulement si pour tout intervalle ouvert | centré en ¢ on peut trouver un
intervalle ouvert I centré en a pour lequel toutes les images de I par f soit
dans J. On écrira alors :

lim f(x) =4

X—a

On peut alors faire le schéma suivant :

2

-

Plus x s’approche de 4, sans l'atteindre, plus f(x) s’approche de /.

Voici la définition rigoureuse :

Ve >0, 3y, [x—a| <netx#a = |f(x)—{| <€
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2.2 EXEMPLES 5

2.2 Exem,oles

Voici trois cas de limites :

JEEEEEART e e

lim g(x) = 4

,1}3} flx)=2 La fonction g n’est pas continue en 3
La fonction f est continue en 1 car car ¢(3) =2
f(1)=2
)
h(x)

~

'-1 y .2 .3 .4
\.

La fonction /& n’admet pas de limite en 2

2.3 Contivvite

Defivition 2 : Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I. Soit

a un élément de I.
On dit que la fonction f est continue en 4 si et seulement si :

lim f(x) = f(a)

X—a

Remargue : D’une fagon intuitive, on peut dire qu’une fonction est continue
si "on peut tracer la courbe de f sans lever son crayon". C’est le cas du premier
exemple. Ce n’est évidement pas rigoureux!
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6 3 LE NOMBRE DERIVE

2 (e vombre dévive

3.1 Defivition

Le coefficient directeur « de la droite
(AB) est:

NEIETI0

flath) X . .
Si le point B se rapproche du point A

(h tend vers 0), la droite (AB) se rap-
proche de la tangente (T) a la courbe en
x = a. Le coefficient directeur de cette
tangente est appelé nombre dérivé noté

~ fla)
L—Jh “ f’(a)zllmf(a+h)_f(a)

h—0 h

flay

7
/

Defivition 2 :  Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I et

a un point de I. On appelle nombre dérivé en a, le nombre noté f’(a), si et
seulement si le taux d’accroisssement de la fonction f en 4 admet une limite,
c’est a dire :

f'(a) = lim flath) = fla) ou écrit autrement f'(a) = lim fx) = f(a)

h—0 h x—a X —a

Remargue :
> On utilisera par la suite la premiére notation.

> Les physicien utilise la notation appelée différentielle c’est a dire que :

f) =Y

22 Exerles

Deux petits exemples graphiques pour montrer la signification du nombre
dérivé.

Exemple |

La courbe représentative f est donnée ci-dessous. En chacun des points in-

diqués, la courbe admet une tangente qui est tracée. Lire, en vous servant du
quadrillage les nombres suivants :

f(=4) 5 f(=4) 5 f@ 5 f@ ; f(6) et fi(6)
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3.2 EXEMPLES 7

-

e e

0=/ 0= 0SS JOSI0S) JS) J0S V=21 =1 0= 0= J0=)JH0= 0= 0= 0= 0SS 0SS 0S¥

On lit les images et les nombres dérivés suivants :

f(=4) =3 f(=2) =4 ‘ f(6) =0

Exemple 2
La courbe représentative ¢ est donnée ci-dessous. En chacun des points in-

diqués, la courbe admet une tangente qui est tracée. Lire, en vous servant du
quadrillage les nombres suivants :

g(=2) ; §'(=2) ; g0) ; &) ; g(1) et g'(1)

+1

.\- - .- 2

N
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8 4 FONCTION DERIVEE. DERIVEE DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

=SS QS QS S === S QLS JUS EUSE0=10=J0="J= L= gl=4
On lit les images et les nombres dérivés suivants :

{g(—Z):—l g(0)=1 g(1)=1,5
gO)=—5  |gm=7=2

4 Fouction dérivee. Dérivée des fonetions élé-
mentaires

4) Delivition

Defivition 4 :  Soit une fonction f définie sur Dy. Soit Dy, I'ensemble

pour lequel la fonction admet un nombre dérivé.
On dit alors que la fonction f est dérivable sur D . La fonction f" définie sur
Dy qui a tout x associe son nombre dérivé est appelée fonction dérivée de f.

Remargue : Le but dans le paragraphe suivant sera de déterminer les fonc-
tions dérivées des fonctions élémentaires puis d’établir des regles afin de pouvoir
déterminer la dérivée d"une fonction quelconque.

4.2 Fonction dérivee des fonetions éléementaires

Pour se familiariser avec la définition du nombre dérivé, nous allons détermi-
ner les dérivée des fonctions élémentaires.

4.2) Fornction aflive

Soit f la fonction affine suivante : f(x) =ax+b
La fonction affine est définie et dérivable sur R.

Déterminons le taux d’accroissement en x :

f(x+h)—f(x) a(x+h)+b—ax—b

h h

Sil’on passe a la limite :

) = tim [ D = 0

= lim a
h—0

=a
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4.2 FONCTION DERIVEE DES FONCTIONS ELEMENTAIRES 9

4.2.2 Fonction carrée

Soit f la fonction carrée suivante : f(x) = x?

La fonction carrée est définie et dérivable sur R.

Déterminons le taux d’accroissement en x :

flx+h)—f(x) (x+h)?—x?
h h
x2 4+ 2xh + h? — x2
h
h(2x + h)
h
=2x+h

Sil’on passe a la limite :

o) = tm )= )
=lim2x+h
h—0

= 2x

423 Fonction puissance

On admettra que la fonction f telle que : f(x) = x" avec n € IN* est définie et
dérivable sur IR et que :

(x™) = nx"1

Exemple : Soit f(x) = x° onaalors f'(x) = 5x*.

4.2.4 Fonction inverse

1
Soit f la fonction inverse suivante : f(x) = p

La fonction inverse est définie et dérivable sur IR*.
Déterminons le taux d’accroissement en x :

1 1

flxth) —f(x) _ x+h «x

h h
x—x—h
x(x+h)

h
_Th
hx x(x+h)
"
~ x(x+h)
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10 4 FONCTION DERIVEE. DERIVEE DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

Sil’on passe a la limite :

(0) = pim LD = 1)

h—0

- lim ——
Ho0 x(x+h)
1

xz

4.2 S Fonction puissanee iverse

1
On admettra que la fonction f telle que: f(x) = ~m avecr € IN* est définie et

dérivable sur R* et que :
1Y) - n
xn) o xntl
4

Exemple : Soit f(x) = % onaalors f/(x) = — 5

4.2.6 Fomction racive

Soit f la fonction carrée suivante : f(x) = /x

La fonction racine est définie sur IR et dérivable sur IR .

La fonction racine n’est pas dérivable en 0 bien qu’elle soit définie. Cela

est di au fait que la tangente en 0 est verticale et donc n’admet pas de coefficient
directeur.

Déterminons le taux d’accroissement en x :

fla+h) = fx) _ \/X+ —Vx

h
R T

TRV
x+h—x

- h(vVx+h+/x)
1
- Vx+h+4/x

Sil’on passe a la limite :

ﬁ@%ﬂmfu+2—ﬂm

h—0

=lim-—o———
h—0/x +h+/x

1

2v/x

43 Regles de dérivation

Dans toute la suite on considére deux fonctions u et v et un réel A
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4.3 REGLES DE DERIVATION 11

43) Deérivee de la somme

On peut montrer facilement que la dérivée de la somme est la somme des
dérivée car (u +v) (x) = u(x) + v(x)

On a alors:

(u+o) =u' +o

Exemple : Soit la fonction f telle que:

1
— 424 =
flx) =+
en appliquant la regle de la somme :

flx) =20

x2

432 Produit par un scalaire

On peut montrer facilement que la dérivée du produit par un scalaire est pro-
duit du scalaire par la dérivée car (A u) (x) = A u(x)

On a alors:

(Au) = Ad

Exemple : Soit la fonction f telle que :

flx) =32
en appliquant la reégle de la somme :
f'(x) = 3(4x) = 124°
Exemple avec les régles | et 2:Soit le polynome P telle que :
P(x) =5x> +12x2 — 7x + 3
En appliquant les deux regles :
P'(x) = 15x% 4 24x — 7

433 Deérivee du produit

Tout d’abord, on a : (uv) (x) = u(x)v(x)

La démonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici a titre indi-
catif.

Calculons le taux d’accroissement :

(uv)(x +h) — (uv)(x) _ u(x+h)o(x+h) —u(x)ov(x)
h h
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12 4 FONCTION DERIVEE. DERIVEE DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

On retranche puis on ajoute un méme terme

_u(x+h)o(x+h) —u(x)v(x+h) +u(x)o(x +h) —u(x)v(x)

_ o(x 1) (u(x + k) — u(x)) +5(x)(v(x+h) —o(x))
:v(erh)u(erh})l—u(x) iu(x)v(erh})lv(x)
On passe ensuite 2 la limite :
() () = lim (uv) (x + h})l — (uo)(x)
— tim U(x+h)u(x+h21—u(x) H(X)U(thz—v(x)

u
=i h) 1
hli%v(XjL )hli]% h h—0 h—0 h

= v(x)u(x) + u(x)d'(x)

On a ainsi :

(uv) = u'v+ ud’

Attention la dérivée du produit n’est pas le produit des dérivées!!!

Exemple : Soit la fonction f définie sur R telle que:

fx) = Bx+1)Vx
La fonction f est dérivable sur R et:

1 - 6x+3x+1 - I9x +1

2,/x 2/x  2yx

f(x) =3vx+ (3x+1)

424 Deérivee de [ivverse

Tout d’abord, on a : (%) (x) = —

La démonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici a titre indi-
catif.

Calculons le taux d’accroissement :

1 u(x) —u(x+h)
u(x+h) u(x) _ u(x)u(x+h
h h
:_u(erh)—u(x)X 1
h u(x+h)u(x)
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4.3 REGLES DE DERIVATION 13

On passe ensuite a la limite :

<1)’ s [_ w(rrh) —u() 1

u h—0 h u(x+h)u(x)
= lim — ux +h) — ufx) X lim ;
h—0 h h—0 u(x + h)u(x)
_u(x)
w3 (x)
On a ainsi :
1__
u u?

Exemple : Soit la fonction f définie et dérivable sur R par :

1
f(x) — xz _|_ % + 1
En appliquant la régle de l'inverse :
2x +1
fl)==—F—""5
(2 4+x+1)

435 Deérivee du guotient

Ou d’abord, on a: <E> (x) = ﬂ
v v(x)
Pour trouver la dérivée du quotient, on cherche la dérivée du produit par
I'inverse :

1 —0
=u--+ u—2
v v
v —ud
=
On a ainsi :
(u)’ v —u?
v/ 02
Exemple : Soit la fonction f définie et dérivable sur R, par :
2x+5
f0) =231

En appliquant la dérivée du quotient :

() = 2(x* +1) —2x(2x +5) _ 20 +2—4x* —10x _ —2+° +10x +2
(X2+1)2 (X2+1)2 (x2+1)2
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14 4 FONCTION DERIVEE. DERIVEE DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

436 Derivee de la puissace et de la racive

On donne sans démonstration la dérivée de la puissance et de la racine.

W =nu'u"' et (Vu)

u/

3

Exemple : Soient les fonctions f et ¢ définies et dérivable sur R par :

f(x)=(Bx—5)° et g(x)=+Vx2+1

En appliquant les regles sur la dérivée de la puissance et de la racine, on a :

f'(x) =5x30Bx—5)*=15(3x—5)* et ¢'(x)=

44 Tableav vrécapitulatic

2x

X

2vVx2+1

x24+1

Voici le tableau des fonctions élémentaires que I’on vient de montrer ainsi que
les fonctions trogonométriques cosinus, sinus et tangente.

Fonction Py Dérivée 2,
flx) =k R fl(x) =0 R
f(x) = x fix) =1
flx)=x" neN* F(x) = nx" 1
=1 R’ Fx) =% R
)= neN' | R f) =~ R’
F(x) = V& R. Flo) =5 R}
F(x) = sinx R F(x) = cosx R
F(x) = cos x R F(x) = —sinx R
f(x) = tanx R—{Z+kn} | f(x)=1+tan’x |R—{7 +kn}

Voici maintenant les principales regle de dérivation. On a ajouté la dérivée de

la composée qui n’est pas au programme.

PAUL MILAN
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15

Dérivée de la somme (u+v) =u+7
Dérivée du produit par un scalaire (ku)" = ku'
Dérivée du produit (uv) = u'v+ uv'
1\’ u
Dérivée de I'inverse -] =—=
u u
e : u\’  u'v—ut
Dérivée du quotient —) =——
v v
£t 2 . / —
Dérivée de la puissance (") = nu'u"1
oo
Dérivée de la racine (Vu) =
2\/u
ot 2 . z /
Dérivée d'une fonction composée (gou) =u'xg ou

Covséguence Les fonctions polynomes et les fonctions rationnelles sont dé-
rivables sur leur ensemble de définition.

S Intéeprétation qéométrigue, Numérigue et ciné-

MAtiiue

<) Eguation de [a tangenvte

Soit la courbe représentative d'une fonction f et sa tangente en x = 4. On a
alors le schéma suivant :

Le coefficient directeur de la tan-
gente est égal au nombre dérivé en a.
Si on consideére un point M(x;y) quel-
conque de cette tangente, on obtient
alors :

Fla) = L=f@)

y—f(a) = f'(a)(x —a)
y=f(a)(x—a)+ f(a)

fla)

7

Théoreme | : L'équation de la tangente en a4 & une courbe représentative

d’une fonction f dérivable en a est égale a :

y=f(a)(x—a)+f(a)
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16 5 INTEPRETATION GEOMETRIQUE, NUMERIQUE ET CINEMATIQUE

Exemple : Soit la fonction f définie et dérivable sur R par :
flx) =x>—3x* +3x+4

Déterminer 1’équation de la tangente au point d’abscisse 2.

L’équation de la tangente au point d’abscisse 2 est :

y=f2)(x-2)+f(2)

On détermine I'expression de la dérivée : f'(x) = 3x> — 6x + 3
On calcule ensuite :

fl2) =3x22—6x2+3=12—-124+3=3
{f(z) =25 3x2243x2+4=8-12+6+4=56
On obtient donc I’équation de la tangente suivante :
y=3(x—-2)+6

y=3x—-6+6
y=3x

S.2 hpproximation affive

Ly

Lorsque x est proche de a, on peut
confondre en premiere approximation
le point M associé sur la courbe d'une
fonction f avec le point M’ d’abscisse x
de la tangente a la courbe en 4.

On pose x = a + h avec h proche de

Jtath)

0.
fta)

7

Si on confond le point M avec le
point M/, on a:

y =~ fla+h)

On obtient alors :

fla+h) = f(a) +hfa)
Exemple : Déterminer une approximation affine de /4, 03.
Onpose f(x) =+/x, a=4 et h=0,03.0n calcule alors la dérivée en 4.

flx) = 5= done f4) =3

1
etdonc f(4,03) ~ f(4) +0,03 x i 2,0075

On obtient donc : /4,03 ~ 2,0075 a comparer a /4,03 ~ 2,007 486. La
précision est donc de 1074,

PAUL MILAN 7 décembre 2010 PREMIERE S



5.3 POINT DE VUE!

17

S.3 Poivt de vue!

Sur la figure ci-dessous, "l'arc” de parabole ABC représente une colline, le sol
est symbolisé par 1’axe des abscisses. Un observateur est placé en E de coordon-

11
née (—2,' Z) dans le repére choisi.

Le but de cet exercice est de déterminer les point de la colline et ceux du sol
(au-dela de la colline) qui ne sont pas visibles de point d’observation E.

1) On note f la fonction définie sur [—1;3] par f(x) = ax? + bx + c. Déterminer

a, b, c pour que "'arc" ABC soit la représentation de f.

2) a) Reproduire la figure et indiquer sur la figure les points de la colline et ceux

du sol qui ne sont pas visible de E.

b) Faire les calculs nécessaires pour trouver les abscisses de ces points.

U= 0= 0= 0SS S JIS JUS JOS SS S S JS S S S S S22 — 0=

1) La fonction f s’annule en —1 et 3 donc elle est de la forme :
flx) =k(x+1)(x —3)
De plus on sait que f(1) =1, donc:

1
—4k =1 it k= —-
soit 1

On obtient donc :

flx) = —}l(x+1)(x—3) = 711’“2*%"*2

2) a) On obtient le schéma suivant :

PAUL MILAN 7 décembre 2010
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5 INTEPRETATION GEOMETRIQUE, NUMERIQUE ET CINEMATIQUE

b)

Tangente & la parobole -

Zone invisible

i

On trouve que les parties invisibles pour E sont situées entre les abscisses
2 et a peu pres 3,5.

Vérifions-le par le calcul. Il faut déterminer la tangente a la parabole qui
passe par E.

L’équation de la tangente en x = a est :
y = f(a)(x—a)+ f(a)

1 1
Déterminons la dérivée de f : f'(x) = Xt
L’équation de la tangente est donc :

= —1a+1 (x—a)—laerlaJrE
y=\{7273 2 Ty

Le point E est sur la tangente, donc ses coordonnées doivent vérifier 'équa-
tion, en remplacant, on obtient :

11 1 1 1 1 3
(== ) (=2 —g)— 24?2+ = s
1 ( 2a+2)( a) 7 Tty

en multipliant par 4 et en retournant 1'égalité, on obtient :

(—2a42)(—2—a) —a*+2a+3 =11
4g+24%> —4—-2a—a*>+2a+3—-11=0
A2 +4a—-12=0

x = 2 est racine évidente car2?2 +4 x2—-12=4+8—-12=0
P = —12 donc l'autre racine est x = —6 non retenue.

L’autre point a déterminer est 'intersection de la tangente avec 'axe des
abscisses. Ses coordonnées doivent vérifier, en remplagant a par 2 :

1 1 1 1 3
—(—=x2+2 ) (x—2)—=x224 - x2+=
0 ( 5 X +2)(x ) g XS X2+
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5.4 CINEMATIQUE 19

en retournant 1’égalité :

1 3
—S(x=2)=1+1+5 =0
1 3

on multiplie par 4

—2x+7=0
7

x:i

On retrouve ainsi le résultat de la question 2a), la partie invisible se situe
entre les abscisses 2 et 3,5.

S4 Cinématigue

La cinématique est I’étude du mouvement : position, vitesse, accélération d"un
solide en physique.

Deux mobiles M; et M, sont sur ’axe des abscisses animé d’un mouvement
dont les lois horaires (position en fonction du temps t) en fonction ¢ sont respec-
tivement

xi(t) =22 +t+4 et xo=—t*4+5t+8
1) Calculer l'instant auquel les deux mobiles se rencontrent.
2) Calculer les vitesses respectives de ces deux mobiles a cet instant.
3) En déduire si lors de la rencontre, les deux mobiles se croisent ou si 'un dé-
passe l'autre.

U= 0= 0= IS IS IS QIS JUSJS LS SIS EHUS JUSJHS SUSE 0= 0= g1 =201 0=glo0="JR0=X

1) Pour que les deux mobiles se rencontrent, il faut que leurs abscisses soient les
méme. Soit donc a résoudre :

20 4t+4=—t*+5t+8 & 32 —4t—-4=0
On calcule le discrimenant: A = 16 + 48 = 64 = 82

On obtient deux solutions :

On ne retient que la solution positive (on ne sait pas ce qui se passe avant
t = 0). Les mobiles se rencontrent au bout de 2 secondes.

2) La vitesse est déterminée par la dérivée de la loi horaire. En dérivant, on ob-
tient les vitesses des deux mobiles en fonction du temps :
vi1(t) =4t+1 et vy(t) = —2t+5

Si au point de rencontre, les vitesses on méme signe, 1'un des mobiles double
I'autre, si les vitesses ont des signes opposées, les mobiles se croisent. Calcu-
lons les vitesses a t = 2.

01(2) =9 et 02(2) =1
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20 6 SENS DE VARIATION D’UNE FONCTION

3) Les vitesses ont méme signe, donc les mobiles se rencontrent, comme v (2) >
v2(2), c’est le mobile 1 qui double le mobile 2.

Remargue : Travail informatique : simuler(position et vitesse) des deux mo-
biles en fonction du temps avec "Géogébra". Par exemple ces deux moments a
t=0ett=1.

t=0
.—
M, M,
= © -
T T T T >
0 2 4 6 8 10 12 14 16
t=1
_.—
I‘\/11 M2
¢ —> 0 —»
LY
L] L) L4
0 2 4 6 8 10 12

b Sewns e variation a'uve fonetion

b.) Apercu géométrigue

Si l'on trace un certain nombre de tangentes a une courbe sans tracer celle-

ci, on peut remarquer que la courbe apparait en filigramme. Voici trois exemples

réalisés avec "Géogébra" ol m est un parametre que l'on fait varier de fagon a
obtenir une famille de tangentes.

\w 4 W/ 7
\“\ Tangentes /%/ \ 9/%%‘:“%
\%\\ y=2mx-m /W/ /g/://%%“‘/““
\ 3 KK A\
0 ) /|
\\\\\% : i Sl
. Uy (
\%\\%%%%ﬁ\ oo /;gig%l i
Ui N R/ \
it f i
N | | ’
\\\\\\\§\§§\i§§§;»,z;;;';ﬁgé%%%%ﬂgl : \‘\\\\ o {

NN iy AN gl i
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6.2 SENS DE VARIATION 21

AR
Wl
WY

b.2 Sews de variation

On admettra le théoréme suivant qui précise le lien entre variation et dérivée.

Théoréme 2 : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.

> Si la fonction dérivée f’ est nulle, alors la fonction est constante.

> Sila fonction dérivée est strictement positive (sauf en quelques point isolé
de I ou elle s’annule), alors la fonction f est strictement croissante sur I.

> Si la fonction dérivée est strictement négative (sauf en quelques point
isolé de I ou elle s’annule), alors la fonction f est strictement décroissante
sur I.

Exemple : Soit la fonction f définie et dérivable sur R par :

f(x) = —x>+3x* +2
Déterminer les variations de f sur R.
e = === == == =N =N =N N N o =N ==
On calcule la dérivée: f/(x) = —3x% + 6x = 3x(—x +2)
On cherche les valeurs qui annule la dérivée :
fl(x)=0 & x=0 ou x=2
Le signe de f’(x) est celui d’un trindme du second degré.

On obtient le tableau de variation suivant :

X |-00 0 2 + 00
fi(x) - 0 + 0 =
+ 00 6
Jx)
2 -00

PAUL MILAN 7 décembre 2010 PREMIERE S



22 7 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

6.2 Extremum a'uve fonetion

Théoreme 2 : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.

> Sic € I est un extremum local de f sur I alors f(c) =0

™ Sic € I, f'(c) = 0 etsi f' change signe en c alors c est un extremum local
de f sur L.

Exemple : Surla fonction f(x) = —x> 4 3x? 42, étudiée ci-dessus, la dérivée
f'(x) = 3x(—x +2), s'annule et change de signe en 0 et 2. On en déduit que 0 et
2 sont des extremum de f, respectivement minimum et maximum.

Remargue : Les extremum locaux d'une fonction sont a chercher parmi les
zéros de la dérivée, mais si f'(a) = 0, a n’est pas nécessairement un extremum
local. En effet, soit f(x) = x3, sa dérivée f'(x) = 3x? s’annule en 0 mais ne change
pas de signe.

7 Théoréeme des valeurs intermédiaires

) Ce théoreme

Théoréme 4 : Soit une fonction f
fib)

dérivable strictement monotone sur
I = [a;b].

Si f(a)f(b) < 0 alors il existe un
unique & € I tel que f(a) =0

W

a
7
Aay|=-
A

MAste des kj{:ct/-\é.ses :

> L'hypothése que f soit dérivable,
sert uniquement a la continuité de ) |
la fonction. La représentation ne 0 12
doit pas avoir de rupture de courbe
comme celle ci-contre.

L 4
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7.2  APPLICATION 23

> L’hypothese que f soit monotone : 2]
permet d’avoir 'unicité de la solu-
tion. La courbe ci-contre n’est pas \

monotone et admet ainsi trois va- : 1 s i ;2 2\
leurs pour 'équation f(x) = 0. _2

o Enfin la derniere hypothese : f(a)f(b) < 0 permet d’affimer que f(a) et
f(b) sont de signes contraires.

On pourrait généraliser ce théoreme a 1’équation f(x) = k. Soit une fonc-
tion f dérivable et monotone sur I = [a; b]. Pour tout k compris entre f(a) et f(b),
I’équation f(x) = k admet une unique solution.

.2 Application

Soit la fonction f définie sur R par :
flx)=x>—=3x+1

Montrer que I'équation x*> — 3x + 1 = 0 a une unique solution dans l'intervalle
[—1,1].

0= 0SSN0 JOSHOS JUS S =21 =8 0= 0= J80=)JH0= 0= 0= /0= 0SS LS 0S¥

La fonction f est dérivable sur R et :
fl(x)=3x*-3=3(x>—-1)=3(x—1)(x+1)

La fonction dérivée f’ s’annuleen x = —1 oux = 1.

On a le tableau de signes suivant :

X —00 —1 1 +o0
f'(x) + 0 - 0 +

onadeplus f(—1) = (=1)*=3(-1)+1=3 et f(1)=13-3+1=-1

Conelusion :
> f est dérivable sur [—1;1].
o Vx €] —1;1[ f/(x) < 0 donc la fonction f est monotone sur [—1;1].

o f(—1)f(1) <O0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique solution
a dans [—1,1] al'équation: x® —3x+1=0
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24 7 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

0.3 Valeur approchée d'uve solution

Defivition S : Soit une fonction f dérivable et monotone sur I = [a; b
telle que f(a)f(b) < 0.

D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires, on sait qu’il existe un unique
atel que f(a) =0aveca < a <b

Pour encadrer « plus précisément, on applique 'algorithme suivant que 1’'on
réitere autant que 'on veut :
a+b

> On détermine ¢ = —

> Si f(a)f(c) < 0, on remplace l'intervalle I = [a;b] par I = [a, ¢
> Si f(a)f(c) > 0, on remplace l'intervalle I = [a; ] par I = [c, ]

Cet algorithme est appelé dichotomie.

Exemple : Appliquons cet algorothme a 1'équation :
f(x) =0 avec f(x)=x>—3x+1

On a vu dans le paragraphe précédent qu'il existe une unique solution a dans
[—1;1) avec f(—1) =3 et f(1) = —1.
-1+1

5=
= On calcule: f(0) =1
™ Onaalors f(—1)f(0) > 0, on remplace I = [—1;1] par [; = [0, 1]

0+1 1

P - =

@) Icule:c¢; = —
n calcule : ¢q 5 5

> On calcule: f <%> = —g

> On calcule:c = 0

 Onaalors: f(0)f (%) < 0, onremplace I} = [0,1] par I, = {O, 1]

2

oo

On peut programmer cet algorithme avec le logiciel "Algobox", qui donne
alors :

On entre une fonction F1.

On entre les deux valeurs a et b entre lesquelles la fonction change de signe.

On entre la précision (puissance de 10).

Le programme renvoie l'intervalle pour la précision demandée, ainsi de le
nombre d’itérations et et I’écart entre les deux valeurs.

0= 0= 0= Q0= 0SS QLS S SIS NS J0=) 0S5 J10=) 0SS S S JL0= B0
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7.4 FONCTION AUXILIAIRE 25

1 VARIABLES 23 SI (F1(a)*F1(c)<0) ALORS

2 a EST_DU_TYPE NOMBRE 24 DEBUT_SI

3 b EST_DU_TYPE NOMBRE 25 b PREND_LA_VALEUR c

4 c EST_DU_TYPE NOMBRE 26 FIN_SI

5 i EST_DU_TYPE NOMBRE 27 SINON

6 E EST_DU_TYPE NOMBRE 28 DEBUT_SINON

7 n EST_DU_TYPE NOMBRE 29 a PREND_LA_VALEUR c

8  DEBUT_ALGORITHME 30 FIN_SINON

9 AFFICHER "Borne inférieure" 31 i PREND_LA_VALEUR i+1

10 LIRE a 32 FIN_TANT_QUE

11 AFFICHER a 33 E PREND_LA_VALEUR abs(F1(b)-F1i(a))
12 AFFICHER "Borne supérieure" 34 AFFICHER "valeur a : "

13 LIRE b 35 AFFICHER a

14 AFFICHER b 36 AFFICHER "valeur b : "

15 AFFICHER "Précision puissance de 10" 37 AFFICHER b

16 LIRE n 38 AFFICHER "|F1(b)-F1(a)| ="

17 AFFICHER "10°" 39 AFFICHER E

18 AFFICHER n 40 AFFICHER "nombre d’itérations : "
19 i PREND_LA_VALEUR 1 41 AFFICHER i

20 TANT_QUE (abs(F1(b)-Fi1(a))>pow(10,n)) FAIRE 42 FIN_ALGORITHME

21 DEBUT_TANT_QUE

22 c PREND_LA_VALEUR (a+b)/2 Fonction numérique utilisée : F1(x)=pow(x,3)-3*x+1

0=2gN0= 0= 0= 0= JUS I0S JRUS) QIS S JOS) QS JOS JIS) JSJIS JUSS 0= 0SS

Algobox répond alors pour : a = —1, b = 1, précision= 103

*++hlgorithme lancé**+
entrer la borne inférieure
-1

entrer la borne supérieure

1

entrer la précisicn en puissance de 10
précision 10" (=3)

valeur a : 0.34716797
valeur b : 0.34741211
|F1{k)-F1(a) | 0.0006440842
nombre d'itérations : 14

*++Bhlgorithme terminé**+*
On obtient alors avec 14 itérations, ’encadrement suivant :
03471 < wa <0,3474 soit « ~0,347

Malheureusement "Algobox" ne donne que 8 chiffres significatif, la précision
maximum que 1’on peut donner de la racine a est :

x ~ 0,347 296 36

7.4 Foretion auvxiliaire

EEXCJMPL& :

1) Démontrer que I'équation 2x> — 3x2 — 1 = 0 a une unique solution a dans R
etquel <a <2

2) Exploiter les résultats de la question 1) pour résoudre les questions suivantes :
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26 7 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

a) Etudier sur I'intervalle | — 1; +oo[ les variations de la fonction g définie par :

1—x
s =110

b) Dans le repeére (O;17,7), ¢1 et 62 sont les courbes représentatives des fonc-
tions f et g définies respectivement par :

flx)=x(x—1) et g(x)= % (x—l—%)

Etudier les positions relatives de ces deux courbes

0= 0= Q0= 0= I0S) QLS S S THLS S J10=) 105 JLS) 0SS S10= 0= 0= 0= 0= M

1) On pose la fonction / définie et dérivable sur R par:
h(x) =2x°—3x* -1

Ona:
W (x) = 6x* — 6x = 6x(x — 1)

On a alors :
Wix)=0 < x=0 ou x=1

D’ot1 le tableau de signes de la dérivée :

X —00 0 1 +o0o
W (x) + 0 — 0 +
-1 400
h(x) /‘ \( /‘
PN -2
Sur | — o0; 1], la fonction admet donc comme maximum #(0) = —1. Donc sur

] — 00;1] I’équation h(x) = 0 n’admet pas de solution.
Oncalcule i(1) =2 -3 —-1= —2eth(2) =2x22-3x22-1=3

Sur |1;2[, la fonction h est dérivable, croissante (h'(x) > 0) et h(1)h(2) < 0,
donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique a dans
11;2[ tel que h(a) = 0.

Sur [2; +o0[, la fonction h est croissante (4'(x) > 0) et h(2) = 3, donc I'équation
h(x) = 0 n’admet pas de solution.

Conelusion : L'équation h(x) = 0 n’admet qu'une solution a sur R et
1 <a <2 Deplus:

™ Six < a,onah(x) <0

 Six >a,onah(x) >0
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7.4 FONCTION AUXILIAIRE 27

2) a) On calcule la dérivée de la fonction g :
_ 3 — 342(1 —
(x) = (14+x°) —3x%(1 —x)
(1+x3)2
—1—x%—3x%+3x°
(1+x3)2
_ 2x3 —3x2 —1
o (14x8)2
h(x)
(1+ x3)2

On a alors : signe(g’(x)) = signe(h(x))

On obtient alors le tableau de variation suivant :

X —1 o +o0

g'(x) - 0 +

_|_

00 0
g(x) Ny gm)//”

b) Pour étudier la position des deux courbes %7 et %3, il faut déterminer le

signede f — g.
(¥) —g(x) = w(x = 1) = 5 (x+
f g - 2 %
2 X l
YT T T
L e o
- 2x
_ h(x)
- 2x
On dresse un tableau de signe :
X —o00 0 o +o0
h(x) — — 0 +
2x - 0 + +
%i) + - 0 +
On en déduit que :

> %1 est au dessus de 6 pour x €] — o0; 0[U]a; +00]
> %) est en dessous de %, pour x €]0; |
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8 Probleme d'optimisation

Pourquoi la hauteur d"une casserole est approximativement égale a son rayon
quelque soit sa contenance ?

Pour répondre a cette question, on se propose de résoudre le probleme sui-
vant :

Comment fabriquer une casserole de volume v donné avec le moins de matiere pos-
sible ?

On suppose que le prix de revient du manche ne dépend pas des dimension
de la casserole.

L'unité est le centimetre. On note x le rayon du cercle du fond, / la hauteur et
& 'aire totale égale a 'aire latérale plus 1'aire du fond.

1) a) Exprimer h en fonction de v et x

b) Exprimer .7 en fonction de v et de x.
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2) a) Etudier sur ]0; +oo| les variations de la fonction f définie par f(x) = rrx? +
20
x
b) En déduire la réponse a la question

0=/ 0SS N0S) QOSHOS JS V=1 0= 0= 0= L= IS S NS U= =i 0= 0= N 0=2

1) a) Le volume v d"un cylindre de hauteur & et de rayon x a pour expression :

0

v=nx’*xh & h:—2
X

b) La surface de métal correspond a ’aire latérale plus 1’aire du fond, donc:

S = (2mx)h + mx?

v
:27Tx><—+mc2

TX?
20 2
= — 4+ 7Tx
X

2) a) On dérive la fonction f, on obtient alors :

20 271x3 — 20
f/(x)__gjLz X="2
On a alors :
fl(x)=0 <« B=2
T
orona:v = tx%h, en remplacant :
2
x3:%h:x2h &S x=h

Donc la dérivée s’annule pour x = h et comme la fonction cube est crois-
sante, avant 1 la dérivée est négative et positive apres. On obtient le tableau
de variation suivant :

X 0 h +o0

f'(x) - 0+
+

o0 +
f(x) Ny " s

b) La surface de métal est donc minimum pour x = h, ce qui répond a notre
question.

o0
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