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1 Introduction

1.1 Un probleme historique

A la fin du XVIe siecle, on s’est intéressé a la résolution des équations du troi-
sieme degré. On montra rapidement qu’a 1’aide d’un changement de variable
toute équation du troisiéme degré peut se mettre sous la forme

P +px+g=0

Cette équation admet au moins une racine réelle, dont I’expression peut se mettre
sous la forme :

2 3
xo—jg qZ—F +1

Un mathématicien italien de 1’époque, Bombelli, s'intéressa de pres a 1’équation :

2 3
(i
)t

N

N
N

x> —15x —4 =0
Qui donne alors comme solution avec: p = —15etg = —4
\3/ 3
xo=1\2—-—Vv4-125+ \/2+\/4—125
= \3/2—\/—121+</2+\/—121
= 6/2—11\/—1+€/2-|-11\/—1

La racine v/ —1 posait probleme.

Cependant il remarqua que s'il posait (v/—1)> = —1, on obtenait en develop-
1
pant

(2-vV-1=2°-3(2)*V-1+3(2)(V-1)* = (V-1)?
=8 —12¢/—-14+6(—1) — (=1)v/—1
=2-11V-1

2+V-1? =23 +3(2)V-1+3(2)(V-1)* + (vV-1)?
=8+ 12vV—1+6(—1)+ (=1)vV—1
=2+11v/-1 donc

Xo=2—vV—14+2+V-1=4
On constate effectivement que 4 est solution de 1’équation. En effet :
£ -15x4—-4=64—60—4=0

Conelusion : /—1 n’existe pas, mais permet de trouver la solution d'une équa-
tion. Il s’agit d’un intermediaire de calcul. Les nombres complexes étaient nés!!

1. On rappelle que : (a +b)% = a® +3a%b +3ab> + b® et (a—b)% = a® —3a%b + 3ab? — b3

PAUL MILAN 2 TERMINALE S


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

2. CONSTRUCTION DES NOMBRES COMPLEXES

e Au XVIIe siecle ces nombres deviennent des intermédiaires de calcul courant,
mais on ne les considere pas encore comme des nombres.

e Au XVIII® siecle on montre que tous ces nombres peuvent se mettre sous la

forme a + b/ —1.
Euler propose alors de noter v/—1 =i. icomme «imaginaire ».

e Au XIXe siecle Gauss montre que 1'on peut représenter de tels nombres. Ils
obtiennent alors le statut de nombres.

1.2 Création d’un nouvel ensemble

Cette découverte est assez fréquente en mathématique. Qu’on se rappelle les so-
lutions des équations suivantes.
e Résolution dans IN de I'équation x +7 = 6.

Cette équation n’a pas de solution, mais en créant les entiers relatifs, on obtient
alors x = —1

e Résolution dans Z de I’équation 3x = 1.

Cette équation n’a pas de solution, mais en créant les nombres rationnels, on

obtient x = —.
3

e Résolution dans Q de I'équation x> = 2.

Cette équation n’a pas de solution, mais en créant les nombres réels, on obtient
X = \/§ oux = —\/5.
e Résolution dans R de I'équation x> + 1 = 0.

Cette équation n’a pas de solution donc on va construire un ensemble que 1'on

appelle C (complexe) dont I'élément principal ajouté est le nombre i tel que

i2 = —1. On obtient donc comme solution x =i et x = —i

La démarche naturelle consiste donc a chercher un ensemble plus grand qui
contient I’ancien, qui vérifie les mémes propriétés et qui puisse étre représenté.

2 Construction des nombres complexes

2.1 Définition

Defivition | : On appelle 'ensemble des nombre complexes, noté C, I'en-
semble des nombres z de la forme :
z=a+ib avec(a,b) €R*> et i>= -1
le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z notée : Re(z)
Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de z noté : Im(z).

Cette forme z =a+ib est appelée forme algébrique.

Remargue :
1) Tout nombre réel appartient a C (faire b = 0).
2) Sia = 0 on dit que z est un imaginaire pur
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2.2 Représentation des nombres complexes

Théoréme | : A tout nombre complexe z = a + ib, on peut faire correspondre

_ - =
un point M(4; b) dans un plan orthonormal (O, u , v )
On dit que z est I’affixe de M. On écrit alors M(z).

Propriete : Cette application est réciproque (bijective). A tout point M(x;y)
d’un plan muni d’un repeére orthonormal, on peut associer un nombre complexe
z=x-+1iy.

Conelusion : On peut représenter alors le nombre complexe z = a + ib.

=
>

On appelle module de z la distance OM,
c’est la dire la quantité notée |z| telle

que :
z| = Va? + b?

SizeR,onaz=aetl|z| = Va2 =|q
qui n’est autre que la valeur absolue du
réel a (méme réalité donc méme nota-
tion.

(el

axe des imaginaires
=
N
~—

ol <
=

L.
>

Y
s F—-————-
y

axe des réels

Et pour z # 0, on appelle argument de z, noté arg(z), toute mesure 6 de I'angle
(i1; OM ) telle que :

a
cosf = —
z

, avec 0 =arg(z) [27]

sinf =
|z|

Exemples :
1) Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
z1=1+i , z0=1—+3i , z3=—4+3i

Iz =VI+1=V2 2] =V1+3=2 z3] = V16 +9 =5

1 1 4
costh = — cosby = = = =
1 N 2 2\/_ cos 63 3 5
. 1 . 3 .
sinf; = _\/i sinf; = - sinf03 = 5
7T 7T 4 )
0, = 1 0, = ~3 03 = arccos—g ~ 143

2) Dans chacun des cas suivants, déterminer 1'ensemble des points M dont 1’af-
tixe z vérifie 'égalité proposée.
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2. CONSTRUCTION DES NOMBRES COMPLEXES

a) |z| =3 b) Re(z) = -2 c) Im(z) =1

a) |z| = 3 : cercle ¥ de centre O et de L
rayon 3 / }
b) Re(z) = —2: Droite d; parallele a ! 2 \

I’axe des ordonnées d’abscisse —2

.
>

c) Im(z) = 1: Droite d, parallele a I’axe
des abscisses d’ordonnée 1

A IINS
‘OA

2.3 Opérations avec les complexes

Dans 'ensemble des nombres complexes on définit deux opérations :

e L’addition (+):
si z=a+ib et Z=da+ib alors z+Z =(a+d)+i(b+1)
e La multiplication (x) :

si z=a+ib et Z=d +ib alors zxz = (ad’ —bb')+i(ab' +a'b)

L’ensemble des nombres complexes C muni des lois d’addition et de multiplica-
tion est un corps commutatif. Il possede donc toutes les propriétés de ces deux
lois dans 'ensemble des nombres réel R. C’est a dire : la commutativité et 1’asso-
ciativité de I’addition et de la multiplication, la distributivité de la multiplication
par rapport a I'addition, ...

Pour qu'un nombre complexe soit nul, il faut et il suffit que sa partie réelle et sa
partie imaginaire soient nulles :

a+ib=0 & a4=0 e b=0

Exemples : Soit les opérations suivantes :
21 =4+47i— (2+44i) =4+7i—2—4i =2+ 3i
20=02+4+1)(3—-2i)=6—-4i+3i+2=8—1
z3 = (4 —3i)> =16 —24i — 9 = 7 — 24i

Remargue : Comparaison de deux complexes : il est possible de définir une
relation d’ordre dans C qui est le prolongement de la relation d’ordre dans R. On
compare les parties réelles et en cas d’égalité les parties imaginaires. En notant
"<"une telle loi, on aurait :

a+ib<c+id & a<c ou a=cetb<d
Onaainsi: 24+5i<3—-7iet —-1—i<-1+4+2i

Cependant cette relation n’est pas "performante" car elle n’est pas compatible
avec la multiplication. En effet :

d’apres cette relation : 0 < i mais en multipliant pari 0 A —1

On abandonne donc I'idée d'inéquation dans C'!
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24 Conjugué
2.4.1 Définition

Defivition 2 : Soit z un nombre complexe dont la forme algébrique est :

z = a + ib. On appelle le nombre conjugué de z, le nombre noté z tel que :

Z=a—1ib

Propriete : Ona: 2z = |z]* = a®> + b?
En effet: (a+ib)(a —ib) = a® — iab + iab + b?

Cela permet de rendre réel un dénominateur.

Interprétation géométrigue

Le point M'(Z) est le symétrique du
point M(z) par rapport a ’axe des abs-
cisses.

2.4.2 Applications

2—1

1) Trouver la forme algébrique du complexe suivant : z = 372

On multiplie la fraction en haut et en bas par le complexe conjugué du déno-
minateur :

2-i)(3-2i) 6-4i—3i—2 4-7i 4 7.

“T(B+2)(3-2))  9+4 13 13 13
2) Résoudre I'équation suivante: z = (2 —i)z+3
z=(2-1)z+43 ___3(+i)
z—(2—i)z=3 T -0+
z(1-24i)=3 3 3
— z2=—=—=i
—-1+4+i 1-—1

2.4.3 Propriétés

Propriete | : Soit z un nombre complexe et Z son conjugué. On a:

z+7z =2Re(z) etz estunimaginaire pur équivauta: z-+z =0
z—z=2ilm(z) etzestréeléquivauta: z=1z
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Regle | : Pour tous complexes zetz’, ona:

z+z/=z+72 , zxz =zZx7Z

/ Z\ _Zz o (s\1 *
avecz #0 <z’)_? , Z"=(z)" neN
Exemples :
1) Donner la forme algébrique du conjugué z du complexe suivant : z = 1 1 :
3 3 . . . L
s A z':3+z.:(3+z)(1—|—z):3+3z+z 1:1+2i
141 141 1—1 1+1 2

2) Dans le plan complexe, M est le point d’affixe z = x + iy, x et y réels. A tout
5z -2

z—1

a) Exprimer Z + Z en fonction de z et Z.

complexe z, z # 1, on associe : Z =

b) Démontrer que « Z est un imaginaire pur » équivaut a « M est un point d'un
cercle privé d’un point ».

gobgoboobooboobooboad

2) Z+7:52_2+<52_2)

z—1 z—1
_5z—2 5z-2
Cz—1  z-1

(5z—-2)(z—-1)+ (52 —2)(z—1)
G-1)GE-1)

_ bzZ2—5z—-22+4+2+52Z2—-52—2z+2

N (z—-1)(z—-1)

1022 7(z+72) +4

 (z-1)(=z-1)

b) Si Z est un imaginaire pur alors Z + Z = 0. On en déduit donc que :

1022 —7(z+2) +4=0
2 7\ 2 32
10/2|? — 14Re(z) + 4 = 0 (x__> by = <_)

10

10

10(x* +y?*) —14x+4 =0

7 2
Py —Zx+Z=0

5" 5 A
7\* 49 , 2
( —m> EETORE AR I
7\ 0
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On en déduit que I'ensemble des points M(z) est le cercle de centre () (%)

et de rayon % privé du point A(1).

3 Equation du second degré

3.1 Résolution

Les nombres complexes ont été créés pour que 1'équation du second degré ait
toujours des solutions.

Théeoreme 2 : Toute équation du second degré dans C admet toujours 2 so-
lutions distinctes ou confondues. Si cette équation est a coefficients réels, c’est a
dire,
az? +bz+c=0 aveca € R ,bec Retce R
Elle admet comme solutions dans C.
—b+ VA —b— VA
2a 2a
b

2) Si A = 0, une solution réelle double : zy = ~5s

1) Si A > 0, deux solutions réelles : z; =

3) Si A < 0, deux solutions complexes conjuguées avec A = i%|A|

—b+1i\/|A —b—1i\/|A
VI, —bo iV

Z] = =
! 2 2a
ExeMFle : Résoudre 2 —2z 42 =0 Variables: A, B,C, D, X, Y réels
. Entré t initialisati
Oncalcule A =4 — 8 = —4 = (2i)%. " rffriiﬁ,lgt .
A < 0 On obtient 2 solutions com- B2 —4AC — D
plexes conjuguées : Traitement
si D > 0 alors
24 2i (-B++VD)/(2A) — X
a=—p o =1 (—B—vD)/(24) = Y
2 _ 9 sinon
2= =11 (=B+iy/|D])/(24) = X
(-B—iy/|D|)/(2A) = Y
On peut proposer un algorithme (ci- f.m '
contre) permettant de calculer les ra- Sorties : Afficher X, Y

cinesde: Ax2+ Bx+C

3.2 Application aux équations de degré supérieur

Théeoreme 3 : Tout polynome de degré n dans C admet n racines distinctes ou

confondues. Si a est une racine alors le polyndme peut se factoriser par (z — a)
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Exemple : Soit I'équation dans C suivante : z° — (4+1)z% + (13 +4i)z —13i = 0
1) Montrer que i est solution de 1’équation

2) Déterminer les réels a, b et c tels que :
23— (4+1)z% + (13 +4i)z — 13i = (z — i) (az® + bz +¢).
3) Résoudre alors cette équation.

guobbguobgobooboobooboonn

1) On vérifie que i est solution de I"équation :
P-4+ +(13+4i)i—13i=—i+4+i+13i —4—-13i =0
donc i est bien solution de 1’équation. On peut donc factoriser par (z — 7).
2) On développe et on identifie a la premiere forme :
(z —i)(az® + bz +c) = az’ + bz> + cz — iaz® — ibz — ic
= az’ + (b —ia)z* + (c — ib)z — ic

On identifie, et ’on obtient le systeme suivant :

a=1 1

a:
b—iag=—-4—1i "
—ib =13 + 4i T
c .z —.kz f13
—ic=—131

3) L'équation devient donc: (z —i)(z%> — 4z +13) =0
Onadonc z=i ou 2z?>—4z+13=0.
On calcule A = 16 — 52 = —36 = (6i)?
On obtient donc 2 solutions complexes conjuguées :

4 1 4 — 61
= —;6122—#31' ou 2zp = 261

Comelusion @ S=1{i;2—3i;2+3i}

=2-3i

Z21

4 Forme trigonométrique et exponentielle

4.1 Forme trigonométrique

41.1 Définition

Deéfivition 3 : On appelle forme tri-

gonométrique d"un nombre complexe z
(z # 0) dont I'écriture algébrique est
a + ib, 'écriture suivante : I M(z)

z =r(cosf +isinf)

avec

St
7
o)
=
QQ
—~
N
~
I S -

r=|z| et 0 =arg(z) [27] ol u
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Remargue : La forme trigonométrique est a relier aux coordonnées polaires d'un
point.

Exemples :
1) Trouver la forme trigonométrique dez =1 —i

On détermine le module : |z| = /124 (—1)2 = /2
1

On détermine un argument : cos § = = et sinf = —

ol
ol

N

On en déduit que 6 = —% [27t], d’ot:

- () ()

2) Trouver la forme algébrique de z = /3 [COS (g) +isin (E)}

1 .v3)_ V3 3
Onaz-ﬁ(z‘f‘lT) _7+§l

4.1.2 Propriétés des modules et arguments

Propriete 2 : Pour tout complexe z non nul, on a les relations suivantes :
| —z| = |z| et arg(—z)=arg(z)+m [271]
z[ = [z et arg(z) = —arg(z) [27]

Théoreme 4 : Pour tous complexes z et z/ non nuls, on a les relations suivantes :

|zZ'| = |z| |Z/| et arg(zZ') = arg(z) +arg(z') [27]
12" = |z|" et arg(z") =narg(z) [27]

z z z

7= ||Z—/|| et arg <;) = arg(z) —arg(z') [271]

Deémonstration : Soient z = r(cosf +isinf) et z/ = r'(cosf’ +isind). Ona
alors :

r7'(cosf + isinf)(cos® +isinf’)
/

z7

r7'(cosfcos® +icosOsinf +isinfcosd —sinfsind’)
rr

(
'(cos 0 cos 8’ — sinfsin ' + i(cos O sinf’ + sinf cos §')
rv'(cos(0+06") +isin(60+6"))

Par identification, on en déduit alors :
|zZ'| =rv =|z||Z/| et arg(zZ) = arg(z) +arg(z) [27]

On démontre |z"| = |z|" et arg(z") = narg(z) par récurrence a partir de
la propriété du produit.
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. Z s s
Pour le quotient, on pose Z = Z-ona donc z = Z x /. Par la propriété du
produit, on a :

A=lzixil e lz= 0
arg(z) = arg(Z) +arg(z’) [2n] < arg(Z) =arg(z) —arg(z’) [27]

4.2 Forme exponentielle

4.2.1 Définition
Soit la fonction f définie de R dans C par : f(6) = cos + isiné.
Calculons f(60)f(6")

f(0)f(0") = (cos® +isinf)(cost +isinf’)
= (cosfcos® +icosfsind +isinfcosd —sinhsinf’)
= (cosfcos® —sinfsinf’ +i(cosfsinf’ + sinhcosh’)
= (cos(0 +0') +isin(0 +6"))
= f(0+96")

On trouve donc f(6 4+ 60") = f(0)f(0'). C’est la propriété caractéristique dune
fonction exponentielle. En effet, les seules fonctions dérivable sur R qui trans-
forment une somme en produit sont du type f(x) = e* ou la fonction nulle. Ici
£(0) = cos0 = 1 alors f ne peut étre nulle, elle est alors du type f(x) = ¥

Dérivons la fonction f pour déterminer k :

f(0) = —sinf +icosf
= i%sin6 + i cos O
= i(cosf +isinf)
= if(6)

. /
On trouve alors k = i car (ekx ) = kek*

Pour ces deux raisons, on décide de poser e = cosf + isin#.

Defivition 4 : On appelle forme exponentielle d'un nombre complexe z # 0,

la forme :

z=re avec r=|z| et 0 =arg(z) [27]

Remargue : On peut maintenant admirer I'expression : ei™+1=0.

Cette expression contient les nombres qui ont marqué les mathématiques au cours
de I'histoire : 0 et 1 pour l'arithmétique, 7t pour la géométrie, i pour les nombres
complexes et e pour I'analyse.
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5 Complexes et vecteurs

5.1 Définition

Defivition S :  Soit le plan complexe muni du repére orthonormal direct
- —
(O, u, v ),onaalors sile point M(z)

- —
25 =% et OM = |z| et (u,OM ) = arg(z)

5.2 Affixe d’un vecteur

.
Soit A(za) et B(zg),ona: AB =0OB —0OA <& Zo2 = 2B ZA

Regle 2 : Pour tous points A et B du plan complexe, on a:

—
2 = 2B~ ZA AB = |zg — z4| (u ,AB ) = arg(zp — za)

Exemple : On donne : A(2 + i) et B(—1 — 2i). Déterminer les coordonnées du
— —
vecteur AB , la distance AB et I’angle (if, AB ).

—
0Ona:ZA—B>:ZB—ZA:—1—2i—2—i:—3—3i donc AB = (-3;-3)

e Ona: AB= |z —za| =v9+9=3V2 donc AB=3\2

3 V2
csf=—2r5="% 3 s 3n
e Ona: 3 6=-"""[nr] donc (&AB)=—"" [27]
Gnp— 3 __V2 4 4
3v2 2

5.3 Ensemble de points

I1 s’agit de déterminer un ensemble & de points M qui vérifient une propriété
avec l'affixe z de M.

e |z—zp|=ravecr>0 < AM=r
& est le cercle de centre A et de rayon r
o |z—zpa|l=|z—2z8] & AM=BM

& est la médiatrice du segment [AB]

PAUL MILAN 12 TERMINALE S
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5.4 Somme de deux vecteurs

Théoreme S :

_+
uz (z3) tel que :

e
uz =uy +up

On en déduit que :
z3 =21+ 27

et I'inégalité triangulaire :

—
Soit 14 (Zl), Un (22) et -

|22

<

Y

Y

|21 + 22| < |z1] + |22]

5.5 Angle orienté

Théoréme 6 : Pour tous points A, B, C et D tels que (A#B) et (C#D), on a:

H —_> —
(AB,CD ) = arg <ZD ZC>
ZB — ZA

Démonstration :

D’apres les regles sur les angles orientés :

(3,1) = —(ii,7) et (i, @) = (i1, 9) + (3, D)

on a les égalités suivantes :

— —
(AB,CD ) =

(AB,u )+ (u,CD)
- —. = —
=(u ,CD)—(u ,AB)

5.6 Colinéarité et orthogonalité

Propriete 3 :
A, B, C distincts et alignés

Pour A#B et C#£D
(AB) et (CD) paralleles

& AB et AC colinéaires non nuls

— — ..
<  AB et CD colinéaires non nuls

=

=

Alignement de 3 points distincts ou parallélisme de deux droites

ZC — ZA

ZB — ZA
ZD — ZC
ZB — ZA

eR

eR

— — — — — —
Si AB et AC sont colinéaires alors: (AB,AC ) =0 ou (AB,AC)=m

PAUL MILAN
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, z2c—2 z2c— 2
On en déduit que arg (u) =0 ou arg (u> =7
ZB — ZA ZB — ZA

A H .
méme chose avec les vecteurs AB et CD pour deux droite paralléles

Proprieté 4 : Pour montrer I'orthogonalité de deux droites. Pour A#B et C#£D

o ZD —ZC . o o
(AB) L(CD) < AB -CD =0 <« — _ 5, \maginaire pur
B — <A

g T — A T
Si AB et CD sont orthogonaux alors: (AB ,CD ) = 5 ou (AB,CD ) = 5

A1 ZD — ZC 7T ZD — ZC T
On en déduit que: ar = — ou ar - _ =
e g<ZB_ZA) 2 g(zB—zA> 2

5.7 Nature d’un triangle
Pour montrer qu'un triangle ABC est :
e isoctleen A: AB=AC <& |zp—za| = |zc —z4a|
. o A~ T
e équilatéral: AB=AC=BC ou AB=AC et (AB,AC) = ig

& |z —zA| = |zc — zA| = |zc — zB|

& |zp—za| = |zc —za| et arg(zg:;‘:):ig

_ —> —
e rectangleen A: AB -AC =0 <& CTEA

imaginaire pur
ZB — ZA

oy AR A ZC —ZA .
e rectangle isoceleen A: AB=AC et AB -AC =0 & e +i
B~ 4A

PAUL MILAN 14 TERMINALE S


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

	Introduction
	Un problème historique
	Création d'un nouvel ensemble

	Construction des nombres complexes
	Définition
	Représentation des nombres complexes
	Opérations avec les complexes
	Conjugué
	Définition
	Applications
	Propriétés


	Équation du second degré
	Résolution
	Application aux équations de degré supérieur

	Forme trigonométrique et exponentielle
	Forme trigonométrique
	Définition
	Propriétés des modules et arguments

	Forme exponentielle
	Définition


	Complexes et vecteurs
	Définition
	Affixe d'un vecteur
	Ensemble de points
	Somme de deux vecteurs
	Angle orienté
	Colinéarité et orthogonalité
	Nature d'un triangle


