EXERCICES 9 novembre 2014

Ces Nombres ecMPlexes

Aspect géométrique

Exercice 1

1) D est le point de coordonnée¥%; 3). Quel est sonfhixe ?

2) On donne les points A, B, C diaxes respectives :
Zn=V3+i, zm=-V3-i, z=2i
Calculer le module et un argument pour ces tréfisxas. Que peut-on déduire pour
les points A, B et C.
3) Placer les points A, B, C et D a la regle et au compas.
4) Quelle est la nature du quadrilatéere AOCD. Pourquoi ?
5) Quel est I'dfixe du point E tel que ODEB soit un parallélogramme ?

ExERrcIcE 2

Dans chacun des cas suivants, représenter I'ensemble ikésdvpdont I'affixe z vérifie
I'égalité proposée.

1) 14=3 2) Ref) = -2 3) Im@) = 1

Opération dansC

ExErcicE 3
Donner la forme algébrique des complexes suivant :

1) z=3+2i-1+3i 6) z=(1+i)?

2) z=6+i— (2 + 4i) 7) z=(3+iV5)(3-iVh)
3)z=12-3i-4-5+8i 8) z=(2-5i)?

4) z=(1+2i)(4+3i) 9) z=(1+)2-3)1+i)
5) z= (3-i)(2+ 7)) 10) z= (2+i)%(1 - 2i)
EXERCICE 4

Donner la forme algébrique des complexes suivants en rénékrie dénominateur :

1 4-6 3-6 4
1 - 4 = " 7 = " —
) 2215 ) 2735 ) 2= 3 Y3
1 5+ 15 i i
2) z= 5) 7= : _(A-61)\(1+3i
2-ivV3 )= 1 8)Z_(z—si 3+ 2
1 1+2
R =173

PAUL MILAN 1 TERMINALE S


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

EXERCICES

Résolution d’équation du 2" degré dansC

EXERCICE 5
Résoudre dan§ les équations suivantes. Donner la solution sous formdatgée.

1) (1+i)z=3—] 2 2L _y
. z-1
2) ZZ+1-i=iz+2
3) (2z+1-i)(iz+3)=0 5) (iz+ 1)z +3i)(z—1+4i)=0
EXERCICE 6

Résoudre les systémes suivants dahs

3z+7Z =2-5i 3 2iz+7Z =2i

Z2—-7Z =-2+Ii 3Zz-iZ =1
2) 3z+Z =5+2 2) z-7Z =i

—z2+Z=1-2i iz+Z =1

Complexe conjugué

EXERCICE 7
Donner la forme algébrique du conjugndes complexes suivants : z

1) z=3-4 2y 7o
) 2=
3-i 2i+1 1-2i
3 2= 1 D 2= 75 5
EXERCICE 8
Résoudre dang les équations d’inconnuesuivantes :
z-1
1) Z=i-1 2) (Z+1-i)(iz+i-2)= - =
) [ ) (Z+ )iz+1-2)=0 3)2+1 |
EXERCICE 9

Soitz = x + iy avecx ety réels ; on not& le nombre complexeZ = z— 2z + 2.

1) Calculer en fonction dg ety la partie réelle et la partie imaginaire de
2) Résoudre dars I'équation :Z = 0 d’inconnuez.

Exercice 10

Soitz = x + iy avecx ety réels.
A tout complexez, on associ& = 2Z— 2 + 6i.

1) Calculer en fonction dg et dey, les parties réelle et imaginaire de
2) Existe-t-il des complexestels queZ = z?
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Exercice 11

Dans le plan complexeyl est point d'dfixe z = x + iy, x ety réels. A tout complexe,
52-2

z-1
1) Exprimerz + Z en fonction dez etz

2) Démontrer que Z est un imaginaire pur » est équivaut &kest un point d’'un cercle
privé d’un point ».

z+ 1, on associeZ =

ExErcice 12

. . iz
Pour tout complexe différent dd, on pose : Z = ——. Prouver que :

. ZeR o |Z=1
Vrai-Faux

Exercice 13

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fauwtsproposer une démons-
tration pour la réponse indiquée. Dans le cas d’'une prapodiiusse, la démonstration
consistera a fournir un contre-exemple.

1) Siz+z=0, alorsz=0.

1 . ,
2) SIZ+E:0, alorsz=iouz=-i.
3) Silz=1etsijz+ Z| =1, alorsz = 0.

Equations du second degré

ExErcice 14
Résoudre dan§, chacune des équations suivantes.

1) 22-6z+5=0 4) Z2=2z+1
2) 2-5z+9=0 5 2+3=0
3) 2-2z+3=0 6) Z2-2(1+ V2)z+2(V2+2)=0

EXERCICE 15
6 est un réel donné

1) Résoudre I'équatiors) : Z2-2cosfz+1=0

2) Dans le plan complexe (Q—J), 7), A et B sont les point ayant pouffixe les solutions

de I'équation E). Quelles sont les valeurs depour lesquelles le triangle OAB est
equilatéral ?

Exercice 16
21, =5

Résoudre dang le systeme suivant{
Z1+2=2

Exercice 17

Trouver le complexe et q tels que I'équation Z% + pz+ q = 0 admette pour solutions
les nombres : % 2i et 3- 5i
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Exercice 18
Résoudre dan§ les équations suivantes :

1) Z2+32+2=0 2) 7 -322-144=0

Polynémes de degré supérieur

Exercice 19
On pose pour tout complexe f(2) =2 - 2(V3+1)Z +4(1+iV3)z-8i
1) Vérifier que : f(2) = (z— 2i)(Z - 2V3z+ 4)

2) Résoudre dans I'équation: f(2) =0

Exercice 20

1) Montrer quez®-1 = (z—1)(z%+z+1) puis en déduire les solutions dahde -1 = 0.
V3

. . 1 .
2) On désigne payle complexe :—E + |7
e Calculerj?, j3, j2 008

e CalculerS =1+ j+ j2+---+ j2006

Exercice 21
On considére le polyndme P(2) = Z* — 192% + 52z - 40

1) Déterminer les réelsetbtels que : P(2) = (2% + az+ b)(Z + 4z + 2a)
2) Résoudre alors danig I'équation: P(2) =0

EXERCICE 22
Pour tout complexe, on considére :f(2) = Z* — 1022 + 3822 — 90z + 261

1) best réel. Exprimer en fonction deles parties réelle et imaginaires €gb).

2) En déduire que I'équatiofi(z) = 0 admet deux nombres imaginaires purs comme
solution.

3) Démontrer qu'il existe deux nombres réelst que I'on déterminera, tels que, pour
tout nombre complexg,

f@=Z+9Z +az+p)

4) Résoudre alors dangg I'équationf(z) = 0

Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

EXERCICE 23
Donner la forme trigopnométrique des nombres complexesstsv.

1) zz=2+2iV3 3) zz=4-4i 5) z5 = —2i

2)22:—\/§+i\/§ 4)24:_%4_? 6)26:%
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ExErcice 24

Dans le repére orthonormal direct,on a re- B 0 A
présenté le carré ABCD ci-contre. 1

Donner I'dfixe et un argument de chacun 1 o T
des sommets du carré ABCD

ExErcice 25

A l'aide d’une calculatrice, donner une valeur approchédegré a 10” prés d’un argu-
ment de chacun des nombres complexes suivants :

1) z=4-3i 2)z=1+2 3) z=-2+I

EXERCICE 26

Trouver une forme trigonométrique de chacun des nombrepleses suivants :

1-ivV3 (V3+i)°
—(1_i)2 2) z= . 3) 2= "1
Dz=01-10 )2 1+i )2 (L+i)t2
ExXERcICE 27
: 6-1V2 .
On donne les nombres complexes suivantg = q et =1-i
1) Donner le module et un argumentzjez, et?
2
2) Donner la forme algébrique dzé
2
o o 6+ 2 1 V6- 2
3) En déduire que : COfé i et sml—2 ==

Forme exponentielle

EXERcICE 28
Donner une forme exponentielle de chacun des complexesrgsiv

1) z=2V3+6i 2) z=(1+iV3)* 3) 23:2(cosg—ising)

EXERcCICE 29

Dans chacun des cas suivants, eéaiseus la forme exponentielle et en déduire la forme
s _ 1

algébrique d& et >

6 - -
1) z = [ 2) z, = 3ie's 3) z3=-12"4
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Ensemble de points

Exercice 30

Déterminer et construire les ensemblgsT’, et I'; des points dont I'lixe z vérifie la
condition proposée.

1) z=3e'* avec « € [0; 2x]
2) z=re€'i avecr € [0; +oo[
3) z=ke's aveckeR

Exercice 31

A et B ont pour #ixes respectives 1 et32i.
Déterminer puis construire les ensemUdig®tI’,, ensemble des points M dont ffixe z
satisfait les conditions suivantes :

1) |z— 1] = |z— (3+ 2i)| 2) z- (3+20) =1

ExErcice 32

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct?OV)).
On appellef I'application, qui, a tout nombre complezalifférent de-2i, associe

Z—2+Ii
z+2

1) Onpose = x+liy, avecx ety deux réels, exprimer la partie réelle et la partie imagaair
deZ en fonction dex et dey.

X2+ Y2 —2X+3y+2

X2+ (y+ 2)°

/\ soyez patient et méthodique'!

2) En déduire la nature de :
a) I'ensembleE des pointdM d’affixe z, tels queZ soit un réel ;
b) 'ensembleF des pointsM d’affixe z du plan, tels qu& soit un imaginaire pur

éventuellement nul.

c) Représenter ces deux ensembles.

Z=1(2)=

-X+2y+4

On Vérifiel’a que Rgo = m

et Im@Z) =

EXERCICE 33
La Réunion juin 2010

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal c('@a?, 7).
On considére le point A diixe 1+ 1.

o . . zZ—-
On associe, a tout point M du plan ¢iae z # 0, le point M’ d’affixe Z =
Le point M’ est appelé le point image du point M.

1) a) Déterminer, I'lixe du point B, image du point B d’'fiixei.
b) Montrer que, pour tout point M du plan dfexe znon nulle, I'dfixe Z du point M’
est telle que # 1.
2) Déterminer 'ensemble des points M du planfti}e z non nulle pour lesquels lfixe
du point M’ est telle quéz| = 1.

3) Quel est 'ensemble des points M du planfii’e z non nulle pour lesquels lfaxe du
point M’ est un nombre réel ?
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Triangle

ExErcice 34
On donne les points A, B et C dlaxes respectives, b etc

3. 5 7.

a_1+Z| b—Z—ZI C_3+ZI

1) Placer les points A, B et C.
2) Quelle est la nature du triangle ABC ?
3) Calculer I'dfixe de A tel que ABA'C soit un carré.

Exercice 35

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormal c(i@pt_d ; V), on considere
les points A, B et C d’'fiixes respectivea= -2+ 2i, b=-3-6i et c=1.

Quelle est la nature du triangle ABC ?

ExErcice 36
Les points A, B, C, D ont pourflixes respectives

a=2-2i, b=-1+7, c=4+2, d=-4-2

1) Qestle pointd'&fixew = -1+ 2i
Prouver que A, B, C, D appartiennent au cercle de centeede rayon 5.

2) On notee I'affixe du milieu E de [AB].

. a-e c-e
Calculeze puis prouver que— = ——
d-e a-e

La droite (EA) est une droite remarquable du triangle DE@cizer laquelle.

ExErcice 37
Polynésie septembre 2011

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal cﬁ@gcﬁ), 7). L'unité gra-
phique est 1 cm.

On désigne par A, B et C les points fiaes respectivegza = 2—-3i, zz =i et zc = 6-i.
On réalisera une figure que I'on complétera au fur et a mesgegdestions.

Partie A

Z3 — 2

1) Calculer

2) En déduire la nature du triangle ABC.
Partie B

On considére I'applicatiori qui, a tout point M d’'#ixe z distincte de, associe le point
M’ d’affixe Z telle que :

i(z-2+3)
T oz—i

z
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1) Soit D le point d'dfixe zp = 1 — i. Déterminer I'dfixe du point D image du point D
par f.

2) a) Montrer qu’il existe un unique point, noté E, dont I'igeapar I'applicationf est le
point d’afixe 2.

b) Démontrer que E est un point de la droite (AB).

: - . M
3) Démontrer que, pour tout point M distinct du point B, OM’I:—M.

4) Démontrer que, pour tout point M distinct du point A et durnpd®, on a I'égalité :

— T .
(u,OM’):(BM,AM)+§ a 2t pres
5) Démontrer que si le point M appartient a la médiatrice dprsnt [AB] alors le point

M’ appartient a un cercle dont on précisera le centre et lerray

6) Démontrer que si le point M’ appartient a I'axe des imagespurs, privé du point B,
alors le point M appartient a la droite (AB).

Exercice 38
Polynésie juin 2006

Le plan complexe est muni du repere orthonormal directﬁ)o 7); unité graphique
2 cm. On appelle A et B les points du plan fiiges respectivea = 1 etb = —1. On
considére I'applicatiorf qui, a tout point M diférent du point B, d’'iixe z, fait corres-
pondre le point M’ d’dfixe Z définie par

-1
Z,_z

z+1

On fera une figure qui sera complétée tout au long de cet eeerci

1) Déterminer les points invariants dec’est-a-dire les pointM tels que M= f(M).

2) a) Montrer que, pour tout nombre complexdifférent de-1,
Z-1((z+1)=-2.

b) En déduire une relation entiz — 1| et|z+ 1|, puis entre arg{ — 1) et argg + 1),
pour tout nombre complexedifférent de-1.

Traduire ces deux relations en termes de distances et éang|

3) Montrer que si M appartient au cercl€l de centre B et de rayon 2, alors M’ appar-
tient au cercle¢”) de centre A et de rayon 1.

4) Soit le point P d’fixep = -2 +i V3.
a) Déterminer la forme exponentielle de« 1).
b) Montrer que le point P appartient au cerctd (
c) Soit Q le point d’#ixeq = —p oup est le conjugué de.
Montrer que les points A, P’ et Q sont alignés dans cet ordre.

d) En utilisant les questions précédentes, proposer urgragtion de I'image P’ du
point P par I'applicatiorf.
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Vrai-Faux et QCM

ExErcice 39
Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle esewu fausse en justifiant la
réponse.

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal directR)OV)).

1) Soient A le point d’&ixe 2— 5i et B le point d’dfixe 7- 3i.
Proposition 1 : Le triangle OAB est rectangle isocéle.

2) Soit (A) I'ensemble des points M dffixe ztelle quelz—i| = |z + 2i].
Proposition 2 : (A) est une droite paralléle a I'axe des réels.

3) Soitz=3+iV3.
Proposition 3 : Pour tout entier naturel non nul,Z*" est imaginaire pur.

4) Soitzun nombre complexe non nul.
v/

2
5) Soitzun nombre complexe non nul.

Proposition 4 : Si = est un argument dealorsl|i + 2 = 1 + |Z.

" . s 1 .
Proposition 5 : Si le module de est égal a 1 alor®g + % est un nombre réel.

Exercice 40
N'e Calédonie nov 2013

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direcﬂov}).

Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle esewu fausse en justifiant la
réponse.

1) Proposition 1: Pour tout entier natured : (1 +i)*" = (-=4)".

2) Soit (E) I'équation £— 4) (22 -4z + 8) = 0 ouzdeésigne un nombre complexe.
Proposition 2 : Les points dont lesfixes sont les solutions, dafs de (E) sont les
sommets d’'un triangle d’aire 8.

3) Proposition 3: Pour tout nombre réef, 1+ €?® = 2€? cosg).
4) Soit A le point d'dfixe zy = E(1 +i) et M, le point d'dfixe (z4)" ot n désigne un

entier naturel supérieur ou égal a 2.
Proposition 4: sin— 1 est divisible par 4, alors les points O, A et, Bbnt alignés.

5) Soitj le nombre complexe de module 1 et d’argum%ﬂqt

Proposition 5: 1+ j + j2=0.
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Complexe et suite

ExErcice 41
Ameérique du Sud nov 2013

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.

On considére I'équation (E) :2-2zV3+4=0

1) Résoudre I'équation (E) dans I'ensembleles nombres complexes.

2) On considére la suit@M,,) des points d’flixesz, = 2"e 1'%, définie poum > 1.
a) Vérifier quez; est une solution de (E).
b) Ecrirez, etz; sous forme algébrique.

c) Placer les points M M,, M3 et M, sur la figure donnée ci-dessous et tracer, les
segment$Mi, M;], [M2, M3] et[M3, My].

. _1 ny
3) Montrer que, pour tout entier> 1, z, = zn[g’ + ( 2) ')_

4) Calculer les longueurs W, et M,M3s.

Pour la suite de I'exercice, on admet que, pour tout entierl, M,M,,, = 2" V3.
5) On notefy, = MM, + MoM3 + -+ - + MpM 41

a) Montrer que, pour tout entier> 1, £, = 2V3(2" - 1).

b) Déterminer le plus petit entiertel quet, > 1 000.
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ExERrcICE 42

Pondichéry avril 2014

Le plan complexe est muni d’'un repere orthonormé@)O 7).
Pour tout entier naturel, on note A, le point d’dfixe z, défini par :

=1 et

_(8, 3,
Ini1 = 4 4 Zy

On définit la suitgry,) parr, = |z, pour tout entier natured.

. 3 3.
1) Donner la forme exponentielle du nombre complixe %I.

, g . V3
2) a) Montrer que la suité,) est géométrique de ralseg.

b) En déduire I'expression dg en fonction den.
c) Que dire de la longueur QAorsquen tend vers+oo ?

3) On considére I'algorithme suivant :

a) Quelle est la valeurtiichée par I'algo-

rithme pourP = 0,57?

_ Lire P
b) PourP = 0,01 on obtienh = 33. Quel 15R
est le rGle de cet algorithme ? 0-n

4) a) Démontrer que le triangle QA1 est Traitement

rectangle en A.

b) On admet que, = r,e's. n+l-n
Déterminer les valeurs de pour les- V3
quelles A, est un point de I'axe des or- 7R - R

données.

c) Compléter la figure donnée en annexe,
a rendre avec la copie, en représentan

fin
Sorties: Affichern

Variables : n entier naturel
Rréel etP réel positif
Entrées et initialisation

tantque R> P faire

les points A, A7, Ag et Ag. Les traits

de construction seront apparents.

As

A4

A

Ao

PAUL MILAN

11

TERMINALE S


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

EXERCICES

Exercice 43
Liban mai 2014

On considére la suite de nombres complef@sdéfinie parzy = V3 — i et pour tout
entier natureh :
Zow1 = (1 + 1)z

Partie A

Pour tout entier naturel, on poseu, = |Z,|.

1) Calculeruq.

2) Démontrer quéu,) est la suite géométrique de raiss2 et de premier terme 2.
3) Pour tout entier naturel, exprimeru, en fonction den.

4) Déterminer la limite de la suit@,).

5) Etant donné un réel positff, on souhaite Variables : u, p réels
déterminer, a l'aide d’'un algorithme, la n entier
plus petite valeur de I'entier natunetelle Entrées et initialisation
queu, > p. 0O—-n
Recopier l'algorithme ci-dessous et le 2_—>U
compléter par les instructions de traite- Lire p
ment et de sortie, de facon dhaher la Traitement
valeur cherchée de I'entiex

Sorties:

Partie B

1) Déterminer la forme algébrique dge

2) Déterminer la forme exponentielle deet de 1+ i.
En déduire la forme exponentielle de

3) Déduire des questions précédentes la valeur exacte é%})s

ExErcice 44
Centres étrangers juin 2014
On définit, pour tout entier nature] les nombres complexegar :

Zo =16
1+
Zn+1:TZn, YneN

On noter,, le module du nombre complexg : r, = |z|.
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct d’origine@f@gconsidere les points,A
d’affixesz,.

1) a) Calculerz, z et z.
b) Placer les points Aet A, sur le graphique ci-apres.

£ 1+i . -
c) Ecrire le nombre complexez— sous forme trigonométrique.
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d) Démontrer que le triangle QA est isocéle rectangle en A

) . . . V2
2) Démontrer que la suitg,) est géométrique, de ralseg.
La suite(r,) est-elle convergente ?

Interpréter géométriquement le résultat précédent.

On noteL, la longueur de la ligne brisée qui relie le poing Au point A, en passant
successivement par les pointg, A, As, etc.
n-1
Ainsi Ly = > AiAi1 = AcA1 + AtAy + -+ An 1A,
i=0
3) a) Démontrer que pour tout entier naturel ALAni1 = M.
b) Donner une expression dig en fonction den.

c) Déterminer la limite éventuelle de la suftg)).

As
. 4 4
2 .
A4 AO
_a L O 2 4 6 8 10 12 14 16
As
° -2 4
Ag
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