CHAPITRES 6 ET 9 : LA FONCTION LOGARITHME ET LES NOMBRES COMPLEXES 27 1aNVIER 2016

Covtréle de MAtAé.MAtF%)e.s

Cundi Ol fevrier 2016

EXERcICE 1
ROC et applications (5 points)

1) Onpose:z =ry(cosh, +isinb;) etz =ry(cosh, + iSinby),
avecry, 0; etr,, 6, les modules et arguments respectifezdet z.
On rappelle que :
cos@+ b) = cosacosb - sinasinb et sin@+ b) = sinacosb + cosasinb

Démontrer que pour tous nombres complexes norznetz, que :
12120 = |z1] X |zo| et arg@z) = arg(z) + arg(z) [2x]

2) Applications :

. . s 5+2i
a) Déterminer la forme algébrique de = 1+ il

b) Développer 2 +iV2)>2.
En déduire la résolution daitsde I'équation : 22 = 4i

c) Calculer le module et un argument de = — V3 +1i.
En déduire que : {V3+i)® = -64

EXERCICE 2

Equation du 3¢ degré (6 points)
On pose pour tout nombre complexef(2) = 22 — (4V3+1)2 + 4(4+ i V3)z- 16i.
1) Montrer quef(i) = 0.
Que peut-on en déduire poti(z) ? (On citera le théoréme utilisé)
2) a) Montrer que: f(2) = (z—i)(Z - 4V3z+ 16)
b) En déduire les 3 solutions de I'équatiof(z) = 0.
3) a) Déterminer la forme exponentielle des trois soluta$equation f(z) = 0

b) Représenter, au compas et a la regle non graduée, les dints,pA, B, C dont
les dfixes sont les solutions def(zZ) = 0 surl’annexe 1(on laissera les traits de
construction).

EXERCICE 3
BAC (9 points)
Soit f la fonction définie sur l'intervalle J0+oo[ par f(x) = In x.

Pour tout réeh strictement positif, on définit sur ]0xeo[ la fonctiong, parga(x) = ax?.

On note% la courbe représentative de la fonctibretI', celle de la fonctiorg, dans un
repere du plan. Le but de I'exercice est d’étudier I'intetss des courbe®’ etl', suivant
les valeurs du réel strictement posiif
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Partie A
On a construit eannexe 2(a rendre avec la copjdes courbe$’, T'oos, o1, To19 €110 4-

1) Nommer les dtérentes courbes sur le graphique. Aucune justificatiort desandée.

2) Utiliser le graphique pour émettre une conjecture suolalre de points d’'intersec-
tion de% etl'y suivant les valeurs (a préciser) du rael

Partie B
Pour un réela strictement positif, on considere la fonctibg définie sur I'intervalle
]0; +oo[ par: hy(X) = Inx— ax.

1) Justifier quex est I'abscisse d’'un point M appartenant a l'intersectiorgdet ', si et
seulement sihy(x) = 0.

2) a) On admet que la fonctidn est derivable sur 0 ¢o[, et on noteh,, la dérivée de la
fonctionh, sur cet intervalle.
Le tableau de variation de la fonctibg est donné ci-dessous.

Justifier, par le calcul, le signe d¥&(x) pour x appartenant a J0+oo[ ainsi que les
coordonnées de I'extremum tig

1
X 0 Vo +00
h.(X) + 0 —~
—1-In(2a)

|| o ~_

- In x L - .
b) Rappeler la limite de— en+co. En déduire la limite de la fonctiom, en+co.

X
On ne demande pas de justifier la limitelgeen 0.
3) Dans cette question et uniquement dans cette questiGuppose que = 0, 1.

a) Justifier que, dans l'interval

1 . .
© ; —] I'équationhg 1(X) = 0 admet une unique

_ 10,2
solutione.
. . . - 1
On admet que cette équation a aussi une seule sopitlans I'intervalle) 5> ; +oof.

b) Donner un encadrement deet3 & 1072 prés.
c) Quel est le nombre de points d'intersectiortddetl’o; ?

. . . 1
4) Dans cette question et uniquement dans cette questiGuppose quea = o

a) Déterminer la valeur du maximum d%.
b) En déduire le nombre de points d’intersection des com%besl“zie. Justifier.

5) Quelles sont les valeurs dgoour lesquelle®” ety n'ont aucun point d’intersection ?
Justifier.
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Eo’m - Annexe 1
rénom : (arendre avec la copie)

A
5

\

—4

Annexe 2
(a rendre avec la copie)

Ny

O
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