EXERCICES DERNIERE IMPRESSION LE 8 juin 2016 a 8:40

Révision dv OZ juin 2016 :
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Exercice 1
Asie juin 2015

On dit qu'un entier naturel non nWl est un nombre triangulaire s’il existe un entier
naturelntelque :N=1+2+---+n.
Par exemple, 10 est un nombre triangulaire car=10+ 2 + 3 + 4.
Le but de ce probléme est de déterminer des nombres triaregudaui sont les carrés d’'un
entier.

nin+ 1)

On rappelle que, pour tout entier naturel nonmuwna: 1+ 2+---+n= >

Partie A : nombres triangulaires et carrés d’entiers

1) Montrer que 36 est un nombre triangulaire, et qu’il essalascarré d’'un entier.

2) a) Montrer que le nombre 42+ --- + n est le carré d’'un entier si et seulement s'il
existe un entier naturgd tel que : n?> + n— 2p? = 0.

b) En déduire que le nombre+12 + --- + n est le carré d’'un entier si et seulement
s'il existe un entier naturgb tel que : (2 + 1)> — 8p? = 1.

Partie B : étude de I'’équation diophantienne associée

On considére (E) I'équation diophantienne?—8y? = 1 oux ety désignent deux entiers
relatifs.

1) Donner deux couples d’entiers naturels inférieurs a 1@a@ut solution de (E).

2) Démontrer que, si un couple d’entiers relatifs non nuisy() est solution de (E), alors
les entiers relatifx ety sont premiers entre eux.

Partie C : lien avec le calcul matriciel

Soit x ety deux entiers relatifs. On considere la matrice (i 2)

On définit les entiers relatifg ety par I'égalité (;(,) =A (;()

1) Exprimerx ety en fonction dex et dey.

2) Déterminer la matricA~1, puis exprimeix ety en fonction dex’ ety’.

3) Démontrer quex; y) est solution de (E) si et seulement i y) est solution de (E).
4) On considére les suiteg,f et (y,) définies parx, = 3, yo = 1 et, pour tout entier

natureln, (X”+1) =A (X“)
n+1 Yn

On admet que, ainsi définis, les nombrgsety, sont des entiers naturels pour toute
valeur de I'entien.

Démontrer par récurrence que, pour tout entier natytelcouple &, ; yn) est solution
de (E).
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Partie D : retour au probléme initial

A l'aide des parties précédentes, déterminer un nombregiiaire supérieur a 2 015 qui
est le carré d’'un entier.

EXERCICE 2
Centres étrangers juin 2015
Dans cet exercice, on s'intéresse aux triplets d’entiesrals non nulsX, y, 2) tels que

X+ = 2.
Ces triplets seront nommés « triplets pythagoriciens » eéreate aux triangles rec-
tangles dont ils mesurent les c6tés, et notés en abrégé « TP ».
Ainsi (3, 4,5) estun TP car3- 4> = 9+ 16 = 25 = 52,
Partie A : généralités

1) Démontrer que, siX( y, 2) est un TP, ep un entier naturel non nul, alors le triplet
(px, py, p2 est lui aussiun TP.
2) Démontrer que, six( Yy, 2) estun TP, alors les entiers nature]y etz ne peuvent pas
étre tous les trois impairs.
3) Pour cette question, on admet que tout entier naturel nbm peut s’écrire d’'une
facon unique sous la forme du produit d’'une puissance de @rpantier impair :
n = 2% x k oua est un entier naturel (éventuellement nulk en entier naturel impair.
L'écrituren = 2% x k est nommeéeécompositiomen.
Voici par exemple leslécompositionges entiers 9 et 120 :92° x 9,
120= 2% x 15.
a) Donner la décomposition de I'entier 192.
b) Soientx etzdeux entiers naturels non nuls, dont les décompositiortsser2® x k
etz=2’xm,
Ecrire ladécompositiomles entiers naturels et 2.
c) En examinant I'exposant de 2 dansdécompositiorde 2¢? et dans celle de?
, montrer qu’il nexiste pas de couple d’entiers naturela nals &, 2) tels que
2x% = 7.
On admet que la questioh - 3. permet d’établir que les trois entiers naturely et
z sont deux a deux distincts. Comme de plus les entiers naturgigouent un role
symeétrique, dans la suite, pour tout DR Y, 2), les trois entiers naturelsy etz seront
rangés dans 'ordre suivant :

X<y<z
Partie B : recherche de triplets pythagoriciens contenant’entier 2015

1) Décomposer en produit de facteurs premiers I'entier 2 4§, en utilisant le TP
donné dans le préambule, déterminer un TP de la foxng, (2 015).

2) On admet que, pour tout entier natungl(2n + 1) + (2n? + Zn)2 =(2n? +2n+ 1)2.

Déterminer un TP de la forme (2 019, 2).

3) a) Enremarquant que 493 169x 961, déterminer un couple d’entiers naturels non
nuls (x, 2) tels que Z — x? = 40Z, avecx < 403.

b) En déduire un TP de la forme,(2 015 2).
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