CHAPITRE 4 | MATRICE ET ARITHMETIQUE 6 ma1 2020

Devoir A redre

pour le 12 mal 2020

EXERCICE 1
Opérations sur les matrices (5 points)

1) Soit la matriceA = (&) de dimension X 4 telle que a; = 2ij
EcrireA etAT o0 AT est la matrice transposée Ae

2) Soit la matriceM = ( > _1)

10 -2
Montrer queM? = 3M puis en déduird® (on détaillera les calculs
-5 2 8
3) SoitlamatriceA =| 4 -3 -8|.
-4 2 7
a) CalculerA?. Que peut-on dire de la matriée?
11
b) Déterminer alors la matrice telle que : AX =|3 2
4 5
EXERCICE 2
Systemes (4 points)

1) Soit le systéme : 2X+3y=9
YOEME A 7x+ 13y = 24
a) Mettre ce systeme sous la forme matriciekeX = B.

b) Résoudre matriciellement ce systeme.

1 -1 1
2) a) Donner al'aide de la calculatrice la matrice inverséde| 1 1 -1
-1 1 1
X-y+z=3
b) En déduire la résolution du systemg :x+y—z= -1 alaide de matrices.
-X+y+z=5
EXERCICE 3
Matrice et arithmétique (5 points)
Partie A
a=0a-=1

On considére la suit définie sulN par :
a'o P {an+2 = 3an+1 + 2an

1) Calculer les 9 premiers termes de la suitg €t donner les décompositions en produit
de facteurs premiers dg etas.
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2) SoitA la matrice définie par :A = (i (2))

Justifier que pour tout € N, (an+2) =A (a"*l).
An+1 an

Ani1 2y )

3) Montrer, par récurrence quevn € N*, A" =
an  2an1

Partie B

On admet que :Yne N, detA") = (detA)"

1) Montrer que : ¥ne€ N*, @y 181 — @2 = (-2)"?

2) En déduire que, pour toante N*, sid est un diviseur positif de, eta,,1, alorsd est
une puissance de 2 puis qgaieet a,,; sont premiers entre eux.

Partie C

1) En remarquant qu&™* = A" x A¥, montrer que pour tous entiers natunelstk, n
étant non nul,a,.x = & 18, + 2aan_1.

2) En déduire que pour tout entier natuneh, divise ay, et aa,,.
3) Montrer queay, est divisible par 15015 3x5x7x11x 13.

EXERCICE 4
(Euvre aquatique (6 points)

Un artiste doit installer une ceuvre aquatique constituédeda bassins A et B ainsi que
d’une réserve filtrante R. Au départ les deux bassins corgigrahacun 100 litres d’eau.
Un systéme de canalisations devra permettre de réalisgestdées heures et dans cet
ordre, les transferts d’eau suivants :

e dans un premier temps, la moitié du bassin A se vide dansdéaveR ;

e ensuite les trois quarts du bassin B se vident dans le bassin A

¢ enfin, on ajoute 200 litres d’eau dans le basin A et 300 litteguddans le bassin B.
On consideére les suitea,| et (b,) désignant les quantités d’eau en centaines de litres qui
seront respectivement contenues dans les bassins A et Biadéioheures. On suppose
gue les bassins sont a priorifBsamment grand pour éviter tout débordement.

Pour tout entien, on note U, = (s”) Ainsi Ug = (i)
n

. . 0,5 0,75 (2
1) Justifierque ¥ne N, Uy =MU,+C ou M = ( 0o 0 25) et C= (3)

2) On consideére la matrice® = (é _:13)

a) Montrer que la matricP est sa propre inverse.
b) Montrer quePMP est une matrice diagonalzque I'on déterminera.

c) Montrer par récurrence que¥ne N, M" = PD"P.

0,5" 3x0,5"-3x0,25"
0 0,25

3) Déterminer la matrice colonn¢telle que X = MX + C.
4) On définit la matric&/,, par: V,= U, - X avecn e N.
a) Montrer que : V1 = MV, puis en déduir&/,, en fonction deV.

d) En déduire queM" = (
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_ n ql
b) Montrer alors que pour>1 U, = ( 18x0,57+9x 0,257+ 10)

-3x0,25"+4
5) a) Déterminer les limites des suiteg)(et (oy).

b) Montrer que les suitesy) et (b,) sont majorées puis en déduire la contenance des
deux bassin A et B a prévoir pour éviter tout débordement.

On admettra que la suitey) est croissante.
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