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Exercice 1 (6 points)

P»41 47+ 1
il =205 etag = Al

1) ap = =3277.
6@ +1) o #x4M+16-15 41041

2) VneN, 16a,-3= 5 = :

= an+1

T(2n+1)
=

3) 4= -1(5) el (1PMl= 1 (5) 5 2% 1=0(5)

Donc pour toun € N, 4" 4+ 1 est divisible par 5 et dor, est un entier naturel.

4) a) dy = pgcden , an+1)-
dn divise a, eta,.1, doncd, divise toute combinaison linéaire dg et a1 doncd, divise
16an + (—1)ans1 = 162, — (163, - 3) = 3.
dn est un diviseur positif de 3 dor, = 1 oud, = 3.
b) Ona: 16=1(3) car 16=3x5+1 et 3=0(3).
Par compatibilité avec les congruenct € N, a1 = 16a, + 3= a, (3).

4+1
c)aoz%:l doncap = 1 (3).

Comme VYneN, an1 = a,, ondéduitque ¥Yne N, a,=1(3).

On en déduit que pour toute N, a, n'est n'est pas divisible par 3.

d) Si pour toutn, a, n'est pas divisible par 3 alors, # 3, comme d’aprées 4)a, ne peut
prendre comme valeur 1 ou 3, on en déduit dye 1. Les entiers, eta,,1 sont premiers
entre pour touh € N.

EXERCICE 2 (4 points)

1) a) On cherche une solution évidente a I'équatien (
Le couple (1, 3) est solution deE) car: 19(1) 6(3)=19-18=1.
19x-6y=1

Soit (x, y) une solution de I'équatiors), on a :
*y) quatior&) {19(1)—6(3): 1

On soustrait terme a terme, on trouve alors :
19(x-1)-6(y—-3)=0 & 19(x-1)=6(y—3) (E).

6 divise 19k — 1), or 6 et 19 sont premiers entre eux donc, d'aprés le théoréme des,Gau

6 divise x—1). Ona:x—1=6kaveck e Z.

En remplacant dan€(), on obtient : y — 3 = 1%k.

x—1=6k x=1+6k
y—-3=1% y=3+1%

Les solutions deK sont de la forme : { keZ

Réciproquement, en remplacant dans (E), ces valeurs vérifient bigmatién E).

b) 2000< x<2100 & 2000<1+6k<2100 & 1999< 6k <2099 ;?
334< k< 349.

llya 349-334+ 1= 16 valeurs dex qui conviennent (de 334 a 349).
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2) Soitd = pgcd(h + 3, n+ 3).

d divise (1 + 3) et (0 + 3), doncd divise toute combinaison linéaire den(2 3) et (1 + 3) donc
ddivise 1)(2n+3)+2(n+3)=-2n-3+2n+6=3.
d est un diviseur positif de 3 dortt= 1 oud = 3.

Si d =3 alors (2 + 3) et (1 + 3) sont des multiples de 3. On adonc :

{n+350(3) . {n50(3) = 0(3)

=
2n+3=0(3) 2n=10 (3)
Si nn’est pas un multiple de 3 alorsr(2 3) et (M + 1) sont premier entre eux.

Réciproquement & = 1 alorsn n’est pas un multiple de 3.
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