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1. TRIGONOMETRIE

1 Trigonométrie

1.1 Formules de Moivre et d’Euler

Théoreme | : Pour tout réel 6 et pour tout entier naturel 7 on a :
e Formule de Moivre : (cosf + isin)"” = cos(nf) + isin(nf)
elt + e~ 10 elf _ p—if

e Formules d’Euler: cosf = — et sinf = T

Deémonstration :

e La formule de Moivre vient de la propriété de la fonction exponentielle :
(cosf +ising)" = (e)" = ¢ = cos(n) + isin(nf)

e Les formules d’Euler viennent des relations :

| et 1 o—if
{ e = cosf+isind (1) - (1) +(2) cosf = 5
e % = cosf —isinf (2) : el — =10
1) —(2 0= ———
(1)@ sing=""

1.2 Linéarisation

Le but de la linéarisation consiste a écrire cos” x ou sin” x en une combinaison
linéaire de cos(kx) ou sin(kx).

La linéarisation permet de trouver une primitive d"une fonction circulaire.

On utilise conjointement les formules d’Euler et la formule du bindéme :

ix —ix\ " ix —ix\ "
n. _ [€e"+e .n. (e —e
cos ' xX=|— et smx=[——
2 2i

T

Exemple : Linéariser cos® x et sin® x puis calculer / * sin® xdx.
0
ez’x _}_efix 3 1 ) . . . . .
° cos3x — ( 5 ) — g (e3zx +3e21xe—1x +3ezxe—21x 4 e—31x)
1 . . . ) 1 3ix —3ix ix —ix
=2 <e3”‘ +3e™ 43¢ +e*3”‘) = (—e J;e pax T ze )
1
= Z(COS 3x +3cosx)
eix — e ix 3 1 ) ] ) ] ] ]
° sin3x _ ( > ) — _g (e3zx _ 3621xe—1x 4 3ezxe—21x _ e—3zx>
1 3ix . w _3; 1 e3ix _ e—3ix eix _ e—ix
= —— _3 x 3 X _ 1X>:__ : _3>< .
8i (e e oe ¢ 4 2i 2i

1 1
—L—L(sin3x —3sinx) = Z(3sinx — sin 3x)
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1. TRIGONOMETRIE

T
cos3x|?

NI
N\:l

{—3 cos x +

e

° / sin® xdx =
0

/ 3sinx — sin3x) dx =

1
0+0+3——) ==

p-l>|>—\ >.|>|)—\

1.3 Transformation de a cos x + b sin x

Théoreme 2 : Soita et b deux réel. On a 1'égalité suivante :

acosx + bsinx = Re [eix(a—ib)}

Deémonstration : 1l suffit de développer :

e™™(a—ib) = (cosx +isinx)(a — ib) = acos x + iasin x — ibcos x + bsin x
= (acosx + bsinx) +i(asinx — bcosx)

On adoncbien: Re[e™(a—ib)] =acosx + bsinx

Exemple : Résoudre dans R 'équation cos x + V3sinx =1

On détermine la forme exponentielle de 1 —i V3 =2e"13

On simplifie 'expression avec : (1 —iy/3) = e x 2¢715 = 2¢i(*—3)

En prenant la partie réelle, I'équation devient :

2cos<x—%>:1 & cos(x—%>:% & cos(x—g):cos%

On obtient alors les deux familles de solutions :

X — = = [27‘(] 27 [27_[]

e YT 3
[27] x=0 [27]

x_

Wl wlN

T
3
z
3

Remargue : Une autre méthode moins élégante consiste a factoriser par /a2 + b?
puis a reconnaitre une formule d’addition :
V3

1
cos x 4+ V/3sinx = 1/12 + (v/3)2 x (zcosx-l—T)

=2 [cos (—%) COS X — sin (—%) sinx]

= 2cos (x— g)
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2. RACINES N-IEME DE L’UNITE

2 Racines n-ieme de 'unité

Théeoréeme 2 : Les racines n-ieme de 'unité (n > 2).
e Ce sont les solutions de I’équation z" = 1.

ellyenan: zk:eiszﬂ avec ke [0; n—1]

2k
Leur module vaut 1 et leur argument —.
n

n—1
e Leur somme est nulle : sz =14+z1+204+---4+2,.1=0
k=0
e Leurs images My dans le plan complexe sont les sommets d"un polygone régu-
lier de n cotés inscrit dans le cercle unité.

e Si n =2 ,deuxsolutions 1 et —1.

1 1
Si n =3, trois solutions solutions 1, j = ) F i73 et 2 = 5~ iT'

Si n =4, quatre solutions solutions 1,7, —1 et —i.

Deémonstration :
e On utilise la forme exponentielle décomposée en module et argument

Z'=1 & [Z'|=1et arg(z") =2kn < |z|"=1 et narg(z) =2k
2k

& z| =1 et arg(z) = ”

Il y a donc n angles distincts correspondant aux valeurs de k dans [[0; n—1]

. . 27T
On peut alors remarquer que les solutions sont les puissances de z; = e’ .

k
: 2k :2
En effet z; = e'™n = (elYﬂ) = z’{

= nilk n—1 1_231 n
o) =) zZi=1+z14+ 42/ T="L=0 carzf=z=1
k=0

k=0 1-— 21

\

> 2
e Soit les points My (zx), ona alors (OM; ,OM;. ) = % avec k € [[0; n—1].
Les points My sont alors les sommets d"un polygone régulier de n cotés.

e On peut visualiser les solutions de z" =1 pour n € [2; 6]

V3

On remarquera le nombre j=¢'% = —- +i—.

Ce nombre posséde les propriétés suivantes qu’il est bon de mémoriser :

Lj+f=0 , =7 , —f=ltj=ct
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3. ECRITURE COMPLEXE DES TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES

3 Ecriture complexe des transformations élémentaires

3.1 Définition

Defivition | : Une transformation plane ¢ est une bijection du plan & dans

lui-méme. A un point M on associe un point M’ appelé image de M par la trans-
formation t.

On appelle écriture complexe d"une transformation, la fonction bijective com-
plexe f qui & l'affixe z de M associe l'affixe 2’ de M’ : 2z’ = f(z)

Remargue : Comme une transformation est une bijection, a toute transfomation
t il existe une transformation réciproque ¢ .

On s’intéressera dans une transformation aux points fixes (M" = M) et aux images
de droites ou de cercles.

Exemple : Soit la transformation d’écriture complexe : 2’ = (2 +3i)z +1 —i

3.2 Ecriture complexe d’une translation

Théoréme 4 : Soit t; la translation

il
de vecteur i/, on a alors : /

i
Si M(z), M/(2) et ii(b), Vécriture com- —

plexe de la translation est donc :

J b d
MM’ =1u M’

Y

Z=z4+b o)

Remargue : La translation n’a pas de point fixe.
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3. ECRITURE COMPLEXE DES TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES

Exemple : Soit A(1—1i) et B(3+2i)
Déterminer 1'écriture complexe de la translation qui transforme A en B.
Onaalors il =z, =342 —1+i=2+3i

On obtient alors 1’écriture complexe : z’ =z 42+ 3i

3.3 FEcriture complexe d’une rotation

Théoreme S : Soitrq g larotation de

centre () et d’angle 6. On a alors :

— ——
OM' =QOM et (OM,QM’) =6

SiM(z), M'(Z") et Q(w), on a alors :

7 —w=2e%2z-w) O

Remargue : La rotation possede un point fixe : son centre.

Lorsque 6 = 7t la rotation est alors la symétrie de centre ().

T T . . o
Lorsque 6 = 5 ou 0 = 5 la rotation est un quart de tour direct ou indirect.

Exemple : Ecriture complexe d’un quart de tour direct de centre Q(1 + 2i).

Z—(142)=e7(z—-1-2) & 2/ =iz—i+2+1+42i
Z =iz4+3+i

3.4 FEcriture complexe d’une homothétie

Theoreme b : Soithq i I’homothétie 0

de centre ) et de rapport non nul k. : M’

OM” =kQOM, keR*

Si M(z), M(z') et Q(w), on a alors :

7 —w=k(z—w) @)

Remargue : L'homothétie possede un point fixe : son centre.

Si k = —1 I'homothétie est alors la symétrie de centre ()

|k| > 1 correspond a un agrandissement et |k| <1 correspond a une réduction
Exemple : I est’homothétie de centre O qui transforme A(2 — 2i) en B(—3 + 3i).

Ecriture complexe de h.

—3+3i —3(1—1) 3
1 /:k d k: = = ——
On a alors z 7z donc o 2(1_1,) >

7 2 . . ! __ 3
L’écriture complexe est alors : z' = 5%
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