DERNIERE IMPRESSION LE 27 février 2017 a 16:38

Complements sur les svites

Suites adjacentes - Correction

I Encadrement d’une suite

EXERCICE 1

1

<

Rl
VA
==

En intégrant I'encadrement

! </k+11dx U o b chnk+1)— k<
k+1 = Jr  «x k k+1 =

2) On minore u, avec I’encadrement trouvé :

n 1 n
k_zl% > Ig[ln(k+1) — Ink|

Comme la derniere somme est télescopique, on a

==

up 2In(n+1)—Inl < u, >In(n+1)

or lim In(n+1) = +oo, par comparaison lim u, = +o0
n—r+00 n—-+4o00

La suite u, ) diverge vers +oco

EXERCICE 2
. . 1 1
1) Si k>2etx e [k—1; k] alors 2 g;
1 k
En intégrant I’encadrement on trouve: — < / —dx
k2 = Jk—1 x?
2) D’apres (2) Z 2 S Z /k ) ;dx
31 n n 1
Z/ —d / dx+/ —dx 4+ —de—/—dx
k-1 X 2 X n—-1X 1

1
Donc on a ””_Zkz / 2 dx

e Pour (2) : I'inverse au carré de k est inférieur a 1’aire sous la courbe de la
fonction inverse au carré entre les abscisses (k — 1) et k.

e Pour (3) : la somme des inverses au carré a partir de 2 est inférieur a 1'aire
sous la courbe de la fonction inverse au carré entre les abscisses 1 et 7.
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EXERCICES

n

1
3)/ —dx—{——] :1—5. Donc Vn>2, u, <1
1

4) La suite (uy,) est croissante, car somme de termes positifs, et majorée par 1,

d’apres le théoréme sur les suite monotone, la suite (uy) est convergente vers
(<1

EXERCICE 3

1 1 1
1 = — =
)n(n—l) n—1 n

vn=1+f(kj1)k=1+i{ﬁ_ﬂ

1 1 1
Cette derniere somme est télescopique donc v, =1+ 1 .= 2— - <2

1 1 1 1 1
= — < — < —_— < <

La suite (1) est croissante, car somme de termes positifs, et majorée par 2,
d’apres le théoreme des suites monotones, la suite (u,) converge vers ¢ < 2

IT Calcul de somme

EXERCICE 4

Calculer les sommes suivantes :
n
1) §1 = Z 1=mn, somme de n fois 1
k=1
n

2) S, =) n=n(n+1) sommede (n+1) foisn

k=0
n
3) S3=) k= @ somme des 1 premiers entiers naturels.
k=1
EXERCICE 5
< 1
D 5= Z k(k+1 kzl { k+1} =l

2) Vk > 2, ln(l—%> =In (k%) =In(k—1)—Ink

n
SZ—ZIn(l——) Z —Ink]=Inl1—Inn=—Inn

k=2
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II. CALCUL DE SOMME

3) Vk =2, In (1—%2) :m(“‘—l}cg"*”) =In(k—1) +In(k+1) —2Ink
= [In(k—1) —Ink] + [In(k+ 1) — Ink]

n

Sz = iln (1 - %) =) [n(k—1)—Ink] + i [In(k+1) — Ink]
k=2

k=2 k=2

=Inl-Inn+In(n+1) —In2=1In (n;li—l) —1n2:1n(1—|—%> —1In2

EXERCICE 6

1
et donc de surface ——

1) Ala n-ieme étape, il y a n carrés de coté i1 T

1 1 1 1 1
Onadonc Sn:1+2XZ+3XE++nX4n—_1:k_ZlkX4k—_l

2) festladérivée de F telle que F(x) =x+x>+ x>+ - +x"

F(x) est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison x
1—x" "l —x
et de 1¢" terme x. Onadoncpour x #1: F(x) = x X 7 = 1

Pour retrouver f il suffit de dériver F :

[(m+1)x" —1](x — 1) — (2" —x)
f(X) - (x . 1)2

4+ —(n+1)x" —x+1— 2" 4 x
- G-
o™ — (n41)x" 41
R Y

3) Pour S, on prend x:jI, ona:
1 n+1 1 n
n — 1 1 2 - 9
(5-1)
_16[ 3n 1\ 1y
9 4 \ 4 4

1\" a1 nln4 . nln4 . X
" (1) S T g S O AT s T o =0
. 1\" . 1\" 1
donc Iim n{—-) =0 e Ilm (-] =0 car —-1<—-<1
n—+oo 4 n—+oo \ 4 4
. . : 16
Par produit, somme et quotient lim S, = —
n—+o00 9
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EXERCICES

On peut proposer l’algorithme sui- Variables : N, I entiers S réel
vant : Entrées et initialisation
Lire N
Pour N =10, on trouve S =1,7778 0—S
1 Traitement
_6%17_77 pour [ de1a N faire
g 1
S+1x e 5
fin
Sorties : Afficher S

III Suites récurrentes d’ordre 2

EXERCICE 7

3 1 1 1
1) Vn €N, 0p41 =tpi2—Upyp1 = Eun+1 - Eun —Up41 = E(unJrl —Uy) = Evn

1
La suite (vy,) est géométrique de raison g = > etdel®terme vp=2-1=1

n

n
2) Sp=Y vy =) (41— Un) = Uy41 — Up = Uy1 — 1 somme télescopique.
0 0

S )
0

1- =

Des deux expressions de S;;, on a:

1 n+1 1\" 1 n—1
un+1—1=2[1—(§> ] = un+1=3—(§> = un=3—(§>

1\"1 1
3) lim <§) =0 car —-1< 5 < 1. Par somme lim u, =3

n—r—+4o00 n—r—+o0

EXERCICE 8

. yn—1
e (ty) €(E), ne€N* = A1 An=0,24A""1 "5 A2_1-024=0

e Réciproquement n € IN¥,

></\7171

A2—A—-0,24=0 "= AT _A"=0,24A""1 = t,.4 —t, =0,24t, 4
Conclusion: (t;) €(E) & A>—A1—-0,24=0
On résout 'équation A =1,96 = 1,42

1+1,4 1-1,4
A= +2' =1,2 ou A, = 2' =-0,2

Les deux suites (t,) sont les suites (1,2") et ((—0,2)").
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ITI. SUITES RECURRENTES D’ORDRE 2

2) up = a(1,2)" + B(—0,2)", on déduit le systeme :

{u0:6 - {oc+,B:6(><1,2) - {1,2a+1,2ﬁ:7,2 (1)

u; =6,6 1,200 — 0,2 =6,6 1,20 —0,26=6,6 (2)
3 3 39
(1)-(2): 1L4p=0,6 & B==, etde():a=6-p=6—>=".
39 3
Onadonc VneN, u, = 7(1,2)” + ;(—0,2)”.
3) lim (1,2)" = 400 et lim (—0,2)" =0 car -1<-0,2<1<1,2
n—-+oo n——+4oo

Par produit et somme lim u;, = 400
n——4oo

EXERCICE 9

1) u2:2 P u3:3 P 1/[4:5 , 1/[5:8 , u6:13.
2) a) ay4q = Aty + Uy = QU1+ oty + Uy = (@ + Dy +auy, (1)
e (a,) géométrique alors 4,41 =qa, = qu 1+ quy
Par identification avec (1), on obtient le systéme :

1= 2 =
{ziq  (2) qu) a+1=a2 & a2—a—-1=0

e Réciproquement si a* —a —1 = 0, en posant g = «, on obtient alors
a,1+1 = qay. Lasuite (a,) est alors géométrique.

2

Conclusion : (a,) géométrique < a?—a—1=0

1++/5 1—

5 et oy = >

S

b) A =5, on obtient les solutions a1 =

c) Les suites (v,) et (wy) sont géométriques de raisons respectives aq et a; :

. 3+VE (Hﬁ)n

vp =voaf = (1+aq)af 5 5

wy =woal = (1+ay)al =

3-v5 [(1-v5)"
2 |\ 72

1+2\/5_1—\/5:f

3) K] — K = 5 5

On — Wn _ XUnid + Up — AUp41 — Uy _ (@1 — a2)pq1 _ \/Bunﬂ ——
V5 V5 V5 V5 "

On a alors pour n > 1

-1 -1
Op—1 — Wp-1 1 3+\/§ % <1+\/5)” . 3—\/5 % (1—\/5)11
2

Y- 2 2

V5 5| 2
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EXERCICES

2 2
1+v5\ 1+2V5+5 3++5 1-v5\  1-2V56+5 3-+5
2 |~ 4 =3 ¢ \lTz )= 4 -2

/5 2 2

4) On peut proposer l'algorithme suivant :

n+1 n+1
On a la formule de Binet: u, = € <M) — <ﬂ)

On retrouve alors les résultats trouvés a la question 1) en rentrant N = 6

Variables : N, I, U entiers

Entrées et initialisation
| Lire N

Traitement et sorties
pour [ de1a N faire

. 1+\@l+1 1_\@I+l
(%) - (58) |-

V5
Afficher U
fin

IV Limites de suites

EXERCICE 10

1) a) f/(x) =1,4—0,1x,
si x<8 & 0,1x<08 & —-0,1x>-08 & 1,4-0,8x>0,6>0
La fonction f est croissante sur [0;8]. Ona f(0) =0 et f(8) =8
L’intervalle image de [0; 8] est [0; 8] donc I'intervalle [0; 8] est stable par f.
b) Montrons la proposition 0 < v, < v,41 < 8 par récurrence :

Initialisation: 7 =0 v =6 et v =1,4x6—-0,05x36=6,6.
Ona 0 <19y <o <8. Laproposition est initialisée.

Hérédité : Soit n € IN, on suppose que 0 < v, < v,41 < 8, montrons
alors que 0 < v,41 < V42 <8
L
0< 0w <1 <8 8 F(0) < f(on) < flonsn) < f(8) &
0<vy41 <042 <8  Laproposition est héréditaire.
Par initialisation et hérédité; Vn € N, 0 < v, < v,11 < 8
La suite (vy,) est croissante et bornée par [0; 8].

2) La suite (v,) est croissante et majorée par 8, d’apres le théoréme des suites
monotones, la suite (v;,) est convergente vers 0 < ¢ < 8

Comme la fonction f est continue sur [0 ; 8], La limite ¢ vérifie ¢ = f(/)
(=fl) & £=1,40-0,05/*> < £(0,05/—0,4) =0 < £=0ou £ =38

¢ = 0 n’est pas acceptable car (v,) est croissante et vy = 6, donc hT v, =8
n——+00
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V. SUITES ADJACENTES

EXERCICE 11

e B _:
1 1
ke 1 —_— > —
vk & [1n], n+k” 2n
"1 n 1
On a donc SZn—Sn>Z— S Sy =52 — & S0—5,> =
= 2n 2n 2

1
(S2n — Sn) est minorée par >

Si (S,) est convergente vers /,alors lim Sy, =/¢ et lim S, = /¢, par somme
n—-+4o00 n—+oo

li - S, =0.
lim it = Su =0
1
La suite (Sp,;, — Sy) n’est pas minorée par 5 Contradiction.
Donc la suite (S,) diverge. Comme la suite (S;,) est la somme de termes positifs,

la suite (S;) est croissante. On en conclut alors que hIJIrl Sp = +o0
n——+4oo

V  Suites adjacentes

EXERCICE 12
1) (a—b)?>0 & a®>—2ab+1*>>0 & a?>+b*>>2ab

o a?+b*>2ab

(a+b)?>=a?+2ab+b =7 (a+b)? > 4ab

b
a>0etb >0, onprend laracine carrée: a+b > 2vab & a—; > Vab

2) Démontrons la propriété 0 < a, < b, par récurrence :

b
Initialisation:n =1, a; = vab >0 et b = LH_ > 0.

D'apres 1) Vab < 1

Hérédité : Soit n € IN¥,

< b. La proposition est initialisée.

On suppose que 0 < a, < by, montrons que 0 < a,41 < by41.

b

an+b

D’apres 1) +/auby donc a,41 < b,y1. La proposition est hérédi-

taire.

Par initialisation et hérédité, Vn € N*, 0 < a, < b,

3) Aps1 = Vanby " a4 > VB Sy >

La suite (a,) est croissante.

b b,+0b
bn—l—lzan; - én bn—|—1< n - On

bn+1 < bn

La suite (b,) est décroissante.
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EXERCICES

4) Les suites (a,) et (b,) sont respectivement croissante et décroissante et
a; < ay < by, < by donc sont respectivement majorée par b et minorée par 4,
d’apres le théoreme des suites monotones, les suites (a,) et (b,) convergent
respectivement vers £ et £'.

lim a,=/{et lim b, =/¢ parsomme lim a,+b,=~0+7/.

n——+oo n—+o00 n—4-00
Or lim 2b,,1 =20 & 1lim a,+b,=2¢ donc (40 =20 & (=1
n—-+oo n——+o0

Les suites (a,) et (b, ) convergent vers la méme limite /.

EXERCICE 13

1) On peut proposer l'algorithme sui- Variables : N, I entiers U, V, W réels
vant, en passant par une variable | Entrées et initialisation
auxiliaire W pour ne pas « fausser le L”{e Nu

) -1-
résultat ». 5V
On trouve alors : faitement
pour [ de1a N faire
uyp =1,1428 et vy9p=1,1429 u—w
u —é— Vv U

On peut conjecturer que les deux Wrav
suites convergent vers la méme limite 5
¢ ~1,1429. fin

Sorties : Afficher U, V

2) a) Montrons la propriété u, < v, par récurrence.

Initialisation:n =0, up = —1 et vp =2 donc up < vy. La propriété est
initialisée.

Hérédité :

Soit n € IN, on suppose que u, < vy, montrons que ;11 < Uy41.

Ot Tl = e T Ty T 10 -0
D’apres HR, v, —u, >0 donc v,41 —uyy1 >0 & Uy < 0pyq.

La proposition est héréditaire.

Par initialisation et hérédité, Vn € IN, u, < v,

Uy + On On — Uy Un>lUp
b) Mn+1—un:T—un:T
u, + 4v, Uy — Uy Un<ty
Un+l_vn:—5 _Un:—S

Les suites (u,) et (v,) sont respectivement croissante et décroissante.

un —‘I_ Un un + 4vn 51/[71 + 50n - Zun - 87);1
C) Wpi1 = Upt1 — Upt1 = 5 - 5 = 10

_ 3(un — o) :iw
10 10"
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VI. FRACTION CONTINUE

3 . . . 3
Vn €N, w,iq = Ewn, la suite (w,) est géométrique de raison g = 10 et
de premier terme wy = 1y —vg = —3

3\" 3\"
n _ __ 3 — 1 —
wy =woq" = -3 <10) or nlerOO (10> 0 donc nhrfoown 0.

Les suites (uy) et (v,) sont respectivement croissante et décroissante et

lim (u, —v,) =0 donc les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
n——+oo

Les suites (u,) et (v,) convergent donc vers la méme limite .

Un +0n Aty + 400, _ (5+2a)uy + (5+8a)o
3)5n+1zun+1—|—avn: nZ ”_|_ ”5 ”:( )nlO( )n

5+2au +5+8av
10 " 10 "

(sn) géométrique alors s,11 = (s, = qUy +qavy

Par identification avec (1), on obtient le systeme :

5+ 2a ] ,
- —5+2a (9 2
5 1% = @ 5;)8“:5”4{0” & 222—31—-5=0
o =4 (1)
On trouve comme solution a = -1 ou a = —.

2

Les suites (sy,) et (t,) sont définies respectivement par :

5
Sn — un - vn et tn — un + Evn.
5-2 3 5+5
4) On obtient les raisons suivantes : g = 0 — 10 et = 2o

" 3\" 5
Sn =S04] = So 10 et tn:t0:u0+500:4

n
5) lim <13—0) =0 donc lim s, =0 et lim t, =4

n—-+400 n—-+400 n—-+oo

. . . 5
Onsaitque lim u, = lim v, =/¢ et t,=u,+ 0y
n—-+oo n—-+oo 2

En passant a la limite

~1,1429

| oo

lim un+§vn:4 & £+§€=4 S 0=

n—-+oo 2

VI Fraction continue

EXERCICE 14

1
24+ uy,

1) ug=1, Vn € N, Uyt =
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EXERCICES

2) fla)=a & 20+a>-1=0 & a?+20a—1=0

2422
A=8:(2\/§)2, la racine positive a:+\/—:—1+\/§.
3) a) u _“a:_(a) 1 B 1 24a—-2—u, o — Uy
a 24w, 24+a 4+u)+a) 24+ u,)(2+a)
— 1 1
Uy >0 eta >0 alors 2+ u,)(2+a) >4 = <=

R+ uy)2+a) 4
1
Donc Vn €N, |uypq—a| < Z\un —ul.
b) De proche en proche, on déduit que :
< 1 < 1 < < 1
Vn €N, |uy —a| < Z|un,1 —ua| < 4—2|un_2 —ua| <0 < 4—n|u0 —ul.

/\ On peut faire une récurrence pour éviter le raisonnement de « proche

en proche ».

ug—al =1 (-1+v2[=]2- V2| <1
1

Vn €N, |u, —«f <4—n

.1 . . :
c¢) lim — =0 parcomparaison lim |u, —a| =0 etdonc lim u, =«
n—s—+oo 47 n—+4-00 n—r~o00

EXERCICE 15

2
1) (Eq1): x:1+; & x?—-x-2=0

1+3
A =9 = 32, laracine positive x = % =2.
2 2x x+2+2x
E . :1 e :1 — & - _—
(Bp): x +1 5y & X +x+2 x o
_|__
x
3x +2
=22 oy —3x42 & 2ox-2=0
x+2
Méme solution que pour (Ej).
2 2 2 2
(B tx=14—"F— & x=14+—F— & x:1+M
2 2x 3x +2
1+ — 1+
14 = r
x
_bx+6 3

& 3x242x=5x46 & 32 -3x—6=0 =

x_3x—|—2
2—x—2=0

Méme solution que pour (Ej).

On peut conjecturer que pour tout n > 1, (E;;) a la méme solution que (E;).
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VII. ENCADREMENT DE PI - METHODE D’ ARCHIMEDE

2
2) a) f(x) =x & I+-=x < x> —x—2=0

A =9 onadeuxracines x = —1 ou =2

2
b) La fonction f est décroissante car la fonction x — — est décroissante.
x

Montrons par récurrence : x, # «
Initialisation : n = 0, x¢ # a. La proposition est initialisée.

Hérédité : Soit n € IN, supposons que x, # «, montrons alors que
Xpy1 # &

Xy # o f mongtone flxn) # fla) & x,41 #a.

La proposition est héréditaire.
Par initialisation et hérédité : Vn € N, x, # a.

La suite (u,) est définie sur IN.

2 2
1+ —-1-—-
_ Xp41 — B a=f(w) et p=£(p) Xn B
Upy1 = ———— = 5 5
Xn+l — & 1+ = -1-Z2
Xn b
2B —2xy o W —2(x, — B) " «
T By 20 —2x, B —2(xy —a)
_ A o p_ e
T8 x—a B
. . o 1 xo — B
(11n) est géométrique de raison q = —=—— etde 1 terme 1y = .
B 2 Xp — &
1\" xo —
¢) Onadonc u, = <——) all ‘B
2] Xxo—«

3) L'équation (E,) consiste a résoudre xp = x, doncil faut que wu, = ug. Ceci
n'est possible quesi 1y =0 & xg=p=2

Pour toutes les valeurs de n > 1, (E,) a pour solution 2.

VII Encadrement de Pi - méthode d’Archimede

EXERCICE 16

1) Lecasn =1: Le cercle est donc encadré par deux hexagones (figure).

e Pour P; : L'hexagone est constitué de 6 triangles équilatéraux isométriques
dont le coté vaut le rayon du cercle soit 1. Le demi-périmetre p; vaut donc :

p1:3><1:3
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EXERCICES

e Pour Q; : L'hexagone est constitué de
6 triangles équilatéraux isométriques
dont la hauteur #, issue du centre du
cercle, vaut le rayon du cercle soit 1.
Si c est la longueur du coté de ces tri-
angles équilatéraux, on a alors :

0 1/

/3 2 23 2V/3
T—l <~ C—%—T dOl’IC q1—3xT—2\/§

On a donc 'encadrement : 3 < 71 < 2+/3
2) Expression de py, et g

a) Si le polygone inscrit et exinscrit possede 3 x 2" cotés, 'angle au centre 0

vaut donc:
27 7T

T 3x2n 3x2nl
b) On peut faire la figure suivante, pour exprimer le c6té des polygone :

0

Si [AjAz] est un coté du polygone
Py, le triangle OA A, est isocéle. Si
I est le milieu du segment [A1A5], la
droite (OI) représente la bissectrice

de I'angle @2 ainsi que la hau-
teur issue de O. On a donc :

— 1 7T
T0A; = -6 =
OAL=30= 3
. T . T
Onadonc: IA; = OA; X sin (3><2”) —sm (3><2”)

T
d A1Ay = 2si
onc A1A; sm(3x2n>
Le demi-périmetre (3 x 2"~! cotés) vaut donc :

_ n—1 : T _ nq; T
pn=3x2 ><251n<3x2n)_3><2 Sm(3><2”>

Si [B1By] est un coté du polygone Qy, le triangle OB B; est isocele. SiJ est le
milieu du segment [B1B,], la droite (OJ) représente la bissectrice de 1’angle

B1 OB, ainsi que la hauteur issue de O. On a donc :

— 1 7T
JOB =30 = 33

7T 7T
OnadoncavecOJ =1: JB; = OJ x tan (3><2”> = tan (3><2”>

T
BB, =2
donc BB, tan(3><2n)

Le demi-périmetre (3 x 21 ¢6tés) vaut donc :
_ 1 T B T
gn =3 x 2" ><2tan<3x2n)—3><2”tan<3x2n)
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VII. ENCADREMENT DE PI - METHODE D’ ARCHIMEDE

3) Relations de récurrence

a) Ona: p;, =3x2"sin2x et g, =3 x 2" tan2ua

b) Ona: sin2ax =2sinacosa et 14 cos2x = 2cos®a

Gl(L 1y__1 1 1 \_ 1 (1+cos
2\pn  qu) 3 x2mt1 \sin2a  tan2a) 3 x 21+l sin 2«
B 1 2 cos? B 1 (cosa)
- 3x2ntl \2cosasina /) 3 x 2"l \sina
o 1\ 1
~3x2mtl \tana ) g,

VPi1 = V3 x 27sin2a x 3 x 27+ tana = /(3 x 21)2 x 2sin2a tana

Y _ /(3 x27)2 x 4sin?a

= \/(3 X 2M)2 X 4sina cosw X
cos o

=3 x 2" sina = p, 4

d) On obtient : lzl(pl+l) :%<1+£> :2+\/§
1

q2 2 q1 3 6 12
12
2+/3

et pr= Pl = /3 x12(2— V3) = 6v2 — V3~ 3,105

donc: g, = =12(2 - +/3) ~ 3,21

4) Etude des suites (p,) et (q,)

2 <ab

xb

, = %2 <ab < b2
= ab<b

a) 0<a<b
Comme la fonction racine est une fonction croissante, on a donc l’encadre-
ment: a < Vab<b

Comme 0<a<b,ona:
1 1 x2ab 2ab

< —_— = > i
a+b<2b & pEy AT & a—i—b/a (1)
2_ (g —_hH)2 2 2
2ab :[(a-l—b) (a b)]g(a—i—b) or (a+D) :a+b<b (i)
a+b 2(a+0b) 2(a+Db) 2(a+0b) 2

b) Montrons que Vn € INx*, p, < g, par récurrence :
Initialisation : : pour n = 1, p; < g1. La proposition est initialisée.

Hérédité : : Soit n € IN*, on suppose que 0 < p, < qp

1 1/1 1 2P )
Ona =5\, T _) donc = de plus —
dn+1 2 <pn In dn+1 D+ P Pu+1 Pnqdn+1
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EXERCICES

P — s = dppan gy 2Pnln _ 4prdn — 20500 (Pn + qn)
mEL P (py 4 )2 Pn + qn (Pn +qu)?
_ 4Padn — 2P09n — 2Pdn _ 2Padn — 2Pndn
(Pn+qn)? (Pn+qn)?
_ 2p3qn(qn — pn)
(Pn+qn)?

Comme 0 < p, < gy, on en déduit que q%H - pflﬂ > 0 et comme les
termes sont positifs, ona: q,41 > pui1.

La proposition est héréditaire.
Par initialisation et hérédité, ona: Vn € IN*, p, < qn

c¢) Ona Vn € N, 0 < p, < g, donc d’apres la relation (ii)

2pnqn (i)

= = <
dn+1 D + dn+1 qn

La suite (g,) est donc décroissante.

ZPnb]n

De la relation (i <
( ) pn Pn + qn

2 i
Pn+1 = vV Pnldn+1 = pnpp%q; (:; Pnsr1 > p% = Pn+l1 > Pn
n n

La suite (p,) est donc croissante.

2
d) Vn € N*, gui1— pui1 = P _ vV Pnin+1

Pn + qn

Pn + qn 2ab a+b
< — - =
<75 pn car = < et Vab>a
<Qn_]9n

2

u 1\" ! 1\" !
en conséquence u—” < (§> etdonc g, — pn < (E) (éh - Pl)
1

1 n
or g1 —p1 =2v3-3<0,5 dott 0< g, —pn < (§>

1 n
D’apres le théoréme des gendarmes: lim (g, —pn) =0 car lim (§> =

n—-4o00 n—r—+o0
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VII. ENCADREMENT DE PI - METHODE D’ ARCHIMEDE

Les suites (pn) et (g,) sont respectivement croissante et décroissante et la
différence de leurs termes tend vers 0, les suites (py) et (g,) sont donc ad-
jacentes et tendent alors vers une méme limite ¢ qui ne peut étre que l'aire
d’un demi cercle de rayon 1 soit ¢ = 7

e) lim = lim =7
) n——+oo Pn n—>+ooqn

5) On programme les suites (py) et (g,) sur la calculatrice.

’ h ‘ Pn ‘ dn ‘ dn — Pn ‘
2 3,105 3,215 101
5 3,141 03 3,142 71 1,6.1073
10| 3,1415921 3,141 593 7 1,6.10°°

15| 3,1415926532 | 3,1415926548 | 1,6.10~°
17 | 3,141 592 653 58 | 3,141 592 653 68 | 1,0.10~10

On peut remarquer que 1'on gagne trois décimales toutes les cing itérations.

Pour trouver I'entier n pour lequel I'encadrement est de 1019, on peut propo-
ser l’algorithme suivant :

PROGRAM: ARCHIMED Entrléeiezt[initialisation
F 13N 3P
: 32P 2v3—Q
1 20(3)20 .

Traitement
iWhile @-P>1.01e-10 B 10 £o
. 2P/ (P+Q)>Q tantcglljeQQ P>1,01x10 faire
: L (PQ)P =5 50
:N+1-N P+Q
:End VPQ — P
:DlSP P!QIQ_P!N N+1—>N

fin
Sorties : Afficher P, Q,Q— P, N

La calculatrice renvoie alors : NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

promARCHIMED
3.141592654
3.141592654
1.002e-10
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